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Vorwort. 



Die Anwendung der Algebra auf Geometrie bil- 
det unstreitig einen der lehrreichsten Zweige der Ma- 
thematik. Indem sie den Erfindungsgeist des Schü- 
lers weckt und belebt, bietet sie zugleich im Vereine 
mit [der Trigonometrie die zweckmässigste Vorberei- 
tung zum Studium der analytischen, oder höheren 
Geometrie dar. Das, was darüber in den geometri- 
schen Lehrbüchern vorgetragen wird , ist meistens nur 
in kurzen Umrissen gegeben; es sind der Beispiele zu 
wenige, als dass der Anfänger im Stande wäre, sich 
daran heranzubilden und so hängt es denn stets vom 
Lehrer ab, an weitem Aufgaben die Kräfte der Schü- 
ler zu üben. 

Durch eine angemessene Anzahl von Aufgaben, 
nebst ihren Auflösungen , hoflft der Verfasser Lehrern 
und Schülern ein hinlängliches Material zu liefern, 
welches alles das in einem besseren Zusammenhange 
giebt, was unsere Literatur mehr oder weniger zer- 
streut darbietet 

Berechnungen einzelner Linien und Flächen sind 
weggelassen, weil es an Beispielen hierzu nicht fehlt 
und kann mit Recht die Schrift von Steffensm als die 
vollständigste empfohlen werden. 

Blankenburg, im December 1857. 

W. Berkkaru 
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Einleitung. 



|. 1. Ein grosser Theil planimetrischer Aufgaben gestattet 
durch die algebraische Behandlung eine verhältnissniässig leichtere 
uad ungleich schnellere Auflösung, als solche auf dem rein con- 
structiven Wege zu erzielen ist. 

Das Princip der algebraischen Auflösung. 

Man nimmt nämlich die in der geometrischen Aufgabe gege- 
benen Grössen (und wenn es Puncte sind , deren Abstände) vor- 
läufig als durch Buchstaben ausgedruckte Zahlen an, um die Be- 
dingungen der Aufgabe auf Gleichungen zu übertragen, wobei 
durch Xy y etc. das Gesuchte bezeichnet wird. Hat somit die 
geometrische Aufgabe ein arithmetisches Gewand erhallen, so ist 
sie dem reinen Calcul unterworfen und nun ist der Algebraist 
durch das aus der Auflösung der Gleichung erhaltene Resultat mit 
der Aufgabe fertig. Er wechselt darauf seine Rolle , indem er mit 
dem gewonnenen Resultate wieder in die Geometrie zurückgeht 
und dasselbe einer geometrischen Construction unterwirft, wozu 
allermeist der Pythagorische Lehrsatz und die Proportionallinien 
die Hand bieten. 

In manchen Fällen wird eine solche Construction identisch 
mit derjenigen sein , welche die rein constructive Lösung der Xut-^ 
gäbe herbeiführt; in anderen ist sie verschieden -^ wie sich die- 
ses später zum Oeftern zeigen wird. 

Hiemach zerfallt die ganze Lehre in zwei verschiedene Ab- 
schnitte, deren erster die Gesetze der graphischen Construction 
algebraischer (auch trigonometrischer) Ausdrücke, sowohl rationa- 
ler Aft an, Anleitung* 1 
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1er als irrationaler d. h. bestimmte Gleichungen vom ersten and 
zweiten Grade entwickelt, und deren zweiter an einer Reihe von 
geometrischen Aufgaben diess Verfahren der algebraischen Auflösung 
lehrt. 

Da die Auflösung bestimmter einfacher und quadratischer 
Gleichungen hier als bekannt vorausgesetzt wird , so würde es 
überflässig sein, die zu construirenden Formeln^ zunächst in un- 
aufgelösten Gleichungen zu geben. 



Erster Abschnitt 

Von der Construction einfacher und zusammengesetzter 

Formeln der ersten Dimension« 

i. 2. bne vol-getegte aigebl^aische Gleidittng «Msttüirett 
heisst so viel, als eine geometrische Zeichnung eiitWerf^n, M^ieMbe 
in räumlichen Verbältnissen dieselben Bedingungen erfüllt, welche 
in der Gleichung arithmetisch ausgedrückt sind. 

Oä die teflthstab^n J6de Grösse , also auch eine g^otti^trische 
b^döuteh können, so wird eiti^ Linie ä z. B. als ein Vielfaches 
einör tkot\i unbesifmmten , ak Einheit angenomnieneti Linie be- 
trachtet. Sind zwei öder melirere Linien a und h yorlianden, so 
lä'sst ^tch auch für diese ein gemeinschaftliches Mass bestimmen, 
"Welches als Einheit gilt. 

i. B. Alle algebraischen iPormeln, welche sich durch die 
gerade Linie und den Kreis construiren lassen, sind unter einer 
<ker folgenden Rauptformen begriffen, auf welche sie jedesmal 
zurückgeführt werden können. 

L X =: a + b 
U. X = a — b 

III. JC r= - — 

a 

Vf. tß ^ ^^ 
a 

V. » = V ot . 

VL X = Völ+ii 
Vn. tt? = V«*— ** 
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YIII. sin 0? = TT 

K. cos 0? = -3- 

a 

/ 

X. tang a? = i- 

S. 4. Zur Eiiäutorang dieser Ausdrücke diene Folgendes. 

Die Formel (I.) wird leicht dadurch construirt, dass man 
die beiden gegebenen Linien a und ( in gerader Linie an einander 
s«let und somit deren Summe als eine einzige gerade Linie er- 
scheint. 

Die Construction der Formel (IL) wird dadurch bewerkstel- 
ligt, dass man die kleinere Linie 6 auf die grössere a trägt, wo 
dann der Rest die gesuchte Differenz darstellt. Sollte dabei die 
Linie 6 grösser sein als a, so zeigt der Ueberschuss eine negative 
Grösse an, welche alsdann in der entgegengesetzten Richtung zu 
verwenden ist. 

Bei der Formel (III.) bestimmt sich die gesuchte Grösse da- 
durch, dass man zu den 3 Linien a, 6, c die 4te Proportionale 
X sucht; denn wenn a:b = £ :a?, so ist 

6c 

a 
Die Formel ( IV.) , welche aus der Proportion a:b = b:x 
fttigpringt, wird eonstruirt, iwenn man zu den beiden Linien a 
und ( die dritte Proportionale sucht. 

Formel (Y.) wird hergestellt, wenn ngian zwischen den Li- 
nien a und ( die mittlere Proportionale sucht; denn aus 

a:x = x:h 
folgt X = ^ab. 

Dabei ist jedoch zu berücksichtigen, dass diese Linie a 
ebensowohl positiv, als negativ sein kann. 

Formel (YL) wird cojistruirt, wesn man ein rechtwinkliges 
Dreieck zeichnet, dessen Katheten nesip. a und 6 sind. Die Hy- 
potenuse ist adsdam» der WerUi von x. 

Bei der Formel (VII.) hat man ein rechtwiokJiges Dreieck 
zu entwerfen, dessen eine Kathete c= 6 und dessen Hypotenuse 
gt = o ist; dann ist offenbar die andere Kathete s» x, Oder, da 

1* 
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(a+h):x ^ x:(a — 5) 
so kann man auch den Werth von x finden, wenn man zu der 
Summe und der Differenz der Linien a, b die mittlere Propor- 
tionale X sucht« 

§» 5. Um die aus der trigonometrischen Auflösung einer 
Aufgabe hervorgegangenen Resultate zu construiren, berücksichtige 
man, dass nach der Definition der trigonometrischen Functionen 
die Ausdrücke VIII, IX, X durch rechtwinklige Dreiecke con- 
struirt werden, in welchen ein spitzer Winkel = x ist« 

Macht man nämlich a zur gegenüber liegenden Kathete und 
( zur Hypotenuse, so ist 

ß 

-7- SÄ sm a?. 


Macht man die anliegende Kathete = c und die Hypotenuse 

sss dj so ist 

c 

-r Ä cos a? . 
a 

Nimmt man endlich die anliegende Kathete = g und die 
gegenüberstehende = f, so ist 

— Ä tg a? , ,oder, was einerlei, 

g 

-i- = cot a?. 

Hiermit stehen auch die Formeln in Verbindung, wo nicht 
der Winkel, sondern eine Linie als gesuchte Grösse auftritt. 

So construirt man: 

1) X = a sin a 

durch die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypote- 
nuse =s a und a der Gegenwinkel der Kathete ist. 

2) a? = a tg a 

durch die Kathete des Dreiecks, in welchem a die andere Kathete 
und a der dieser anliegende Winkel ist. 

3) a? = a cot a 

durch die Kathete eines Dreiecks, dessen andere Kathete =3 a und 
ihr Gegenwinkel ss a ist. 

a , a 



4) a? = — : oder 



sm a cos ß 

durch die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks, in welchem a 
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I 

die eine Kathete, a ihr Gegenwinkel und ß ihr anliegender Win- 
kel ist. 



§, 6. Construction zusammengesetzter Formeln. 

Die Construction zusammengesetzter Ausdrücke lässt sich 
jederzeit auf eine der 10 Hauptformeln ($. 3.) zurückfuhren. 

Wir wollen diess an einer Reihe von Beispielen nachweisen 
und dabei yerschiedene Beziehungen hervorheben. 

Es sei der Ausdruck zu construiren: 

X = —^ (Fig. 1.) 

c 

Man .ziehe unter einem beliebigen Winkel die unbestimmten 

Geraden GEj DF durch einander und nehme die Richtungen AB^ 

AD als positiv, so sind die entgegengesetzten AG, AF negativ. 

Man mache AB ^ e, AC = a und AF = — 6; zieht man' 
nun BC und durch F die FGHBC, so ist il(i= a;. 
Denn da AABCco AAFG-, so ist: 

ABiAC ^ AF .AG, d. i. 

c : a = — 6 : a?, folglich 

Ar «• g'(— ft) _ — gft _ fl* 



S. 7. Man soll construiren: 

Man setze y = ab» so wird 

X = yc. 

Da nun \:a = ( : y , so kann y nach Nr« DI. gefunden 
werden. Nun folgt aus o? "■ y c 

1 : y s= c : fl? , d. i. 
1 : (a 6) = c : 0? 
und man erhält demnach durch Construction dieser letzten Pro- 
portion den verlangten Werth x . 

Auf gleiche Art kann o? =3 aftcd u. s.w. construirt werden. 



$. 8. Man soll die Gleichung 

1) jo -= — - — construuren. 
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Abu setze abe ks y und d$ » «, so kt 
X = — , also %:1 «e y : a? . 

Eine andere Construction ergiebt sich, wenn man --j- ■■ y 

setzt, wo dann x =i A- X — « -^^-^ ist. 

d B e 

Da nun tf6 a djf, «o ist 4:a == big, 

daher : c sk y : ^ . 

Dm X = — j— zu construiren, 
a 

setze man « = -?— r = -^ . 4- = ^^ VLni verfahre wie 

d . 1 d 1 1 

Vorhin. 

2) Es sei zu construiren 

X = . - , so flrleee man a? = — -,- . — 7-, dann lässt sich der 
def ^ d ef 

erste Factor — j- nach Nr. ED. construiren und wird die daför ge- 

a 

fundene Linie mit p bezeichnet ; so ist o? = » • — 7 = — . -^ • 

^f ^ f 

Construirt man wieder den ersten dieser Factoren ^— und setzt 

e 

c 
ihn = 9; so ist x = ^, welcher Ausdruck ebenso zu con- 
struiren ist. 



An merk. Zuweilen kann man dnrcb die Eigenscliafteo deir FignreD eine 

bequemere Construction herstellen. So ist z. B. die Formel * durch den' 

a + b+c 

Radius des in ein Dreieck beschriebenen Kreises zu construiren, wo a, 6, c die 
Seiten des Dreiecks sind. 



§. 9. Summen und Differenzen, welche entweder abgeson- 
dert oder auch mit Brüchen vorkommen , können auf ähnliche Art, 
wie vorhin, construirt werden. 

Es sei zu construiren: 

» = ac + 6c. 
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Man s^e a^ ^ y mi kp ^ n, so h^l mm (Nr. m.) 

1 : a = c : y und 1 : ( = c : a;. Sind hiflroach y und s grün- 
den, so werden sie nach (I.) den Werth von x darstellen. 

Anders. Da ac -f (c ^ (a + ()i, 'so bat man die Pro- 
duct- Gleichung l.sü ^ (a + A)c, folglich die Proporljon: 



§. 10. Es soll coDstrairt ifverden: 

ac + ba 

Hier setze man x = ^ » / ; alsp 

» + /■ 

a?(d + /•) = (a + 6). c, folglkh 
id + f):Q =^ (a+ 6):». 



§.11. Es soll censtruin werden: 

a^ — b^ 

X P= . 

c 
Zerlegt map a* — J* in die Faotoren (a + 6)(a-^6), so 
hat man 

(9 SS ■ > ■■. ■ ^^ — . ■■ f 1 also 

c 



ca? = (a + 6)(a — 6), mithin 
c:(« + 6) = (a — 6):ä. 



§. 12. Soll eine gerade Linie 4B ^ a (Fig. 2.) in einem 
Puncte C so geschnitten werden, dass sich diß Thpile verhalten 
=i tn:n und setzt man den einen Theil AC = s, also den an- 
dern = a — Xy so hat man m:n ^^ xia-^x; 

also m-\'n:a = wi : <» ; daher 

= 0? — -- — . 

Anstatt nun zu m + n , a und n nach Nr. IH. die 4le Pro- 
portionale X %u suchen, kann man in dieseiii Falle, wo ein Factor 
des Zählers (iw) mit einem Gliede des Nenners übereiostimmt, 
auch so verfahren: Man errichte über AB nach entgegengesetzten 
Seiten die Perpendikel AD sz m imd BB ^ n und verbinde 
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deren Endpuncte durch die Gerade DB, so giebt der Durclisduiitt 
C mit AB den gesuchten Punct. 



§. 13. Durch Hülfe kleiner analytischer Kunstgriffe lassen 
sich oft zusammengesetzte Ausdrücke leichler behandeln. Diese 
bestehen meistens darin, dass man unbestimmte Grössen m, n, p, 
q, y etc. zur Vereinfachung einführt. Die meisten Constructionen 

kommen dann auf die Form — ^ zurück. 

Es sei z.B. zu construiren: 

TV ahc + def 

ah + cd 
Man setze ay = a6 -|- g({, so ist 

ah + cd ^ , cd 
^ a a 

cd 

Nun construire man nach III.. addire daa^ 6, so hat 

a 

♦ ^„ .. _ • , cdf ... ahc+ def ahc def 

man y = 6 H ; es ist also x = = 1 — = 

a ay ay ay 

1 — - . Wird nun — (nach IE.) und — ^(nach §, 8.) con- 

y ay y ^ ay ^ "^ ' 

struirt und man addirt beide Werthe , so hat man x in dieser 

Summe dargestellt. 

2) Es werde x = — ; — i — = — construirt. 

abc-^c^ 

Da a? = — —r r^-, so setze man y = — , folguch 

c{c* -|- ab) c 

cy = ab. Dann ist a; = » {^f^) = V (4^) 
folglich (c + y) : y = (e—y) : x. 

nh 

Da nun y = — nach III. bestimmt werden kann, so kann 

c 

auch die zuletzt erhaltene Proportion construirt, also x gefunden 

werden. 

'6) Gegeben: a? = ^^^^^ . 



— » — 



a' a' fl* . a 



Man seUe e. e as 6m, so ist 

^ "" 6* + c* "^ PH^6m "■ * ^ 6+m ' 
Der gefundene Werth von -=-• sei = n; diess giebt a? = 
— , wobei 6 + m ab eine einzige Linie betrachtet« nur die 

4te Proportionale zu b+m, n und a den gesuchten Werth von 
X giebt. 

a*6 



na 



4) Gegeben : o; 



a^ — c^ 



Da hier a<a^ — c*) =e= a^6, also 

^(a + c)(a — c) = aab, so kann man hieraus 
zwei Proportionen herleiten, aus deren Zusammensetzung die ge- 
suchte Linie x hervorgebt. Es ist nämlich: 

a + e : a = b : y 
a — e ; o = y : rp 

Man sucht denmach erst y und dann x, 

5) Gegeben: x = "acf+fr ' 

Man setze 6/ = am^ so wird 

— flV — g'cm _ ac^ -— äcm _ ac(c — m) 
"" aef + amf "~ cf+mf "" /"(c + m) 

Daher /"'.a = c:— und 

«^ « . a» + 6» 

6) Es sei X = — r— — ^ zu construuren. 

Mau setze 6' = pa^ und c^ = {a» woraus sich leicht die 
Werthe von p und q finden lassen. 

Dann ist ^±^ « 4+i^ = («-+?)?-, also 
a^ + c^ a' + qa a + q 

(a + q)x es (a + p)a und mithin 

(a + }):(a + p) == a:a?. 

fyx w . abc + d^ 

7) Es sei a^ = — , , ^ zu construu*en. 

ü^ + fg 
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Hier setze man abc = miP; a* sa^ nd und fg 9= pif. Dana 

erhält man: 

ab c + d^ _ mtP + d^ __ md + d^ _ (m + d)d 

a^ + fg "" nd + prf "" n + p ~~ n+p 

welches wieder der Ausdruck (III) für die 4te Proportionale ist. 

Die drei Hülfsgrössen müssen aber zuvor besümmt werden, näm- 

1- u ö*c a* , fg 

hch m = -^ ' ^ ~ "T ""* ^ ^ d' 

welches nach dem Vorigen leicht geschehen kanp. 

8) Es sei X = zu construiren. 

c 

Der Zähler lässt sich in die beiden Factoren a — 6 und 
a^ + ab + J* zerlegen. Es ist also 

c c 

Nun suche man zwischen a und 6 die mittlere Proportionale 
m, so ist ab = m* und a* + «6 + 6* = a* + m* + 6*. Ver- 
einigt man endlich diese 3 Quadrate zu einem = d^, so erhält 

man : ^ — =^ » u. s. w, 

c c 

9) Es sei zu construiren 

a^—äH^ + ab^ 

^'^ a» + 6» 

Dividirt man die Glieder mit a^, so geht x über in 

^7;= . Conslrairt man nach Nr. IV. den Ausdruck — 

= p, so ist » = ■ — ^ — — . Nun suche man /'^ = j 

« + -r 

bp 

nach Nr. V. und construire die Formel — =- = m, so ist a? = 

ß 

-— — ^— . Dieser Ausdruck reducirt sich dann auf die cin- 

a + m 

fachste Form » =t — , wdche nach Nr. IV. leicht zu construi- 

r 

ren ist. 

Vermittelst solcher Substitutionen lassen sich alle rationalen 
Brüche construiren , so lange im fahler (oder in jedem Tbeile) 
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eine Dimension (d. b. ein Factor) mehr ist , als im Nenner oder in 
jedem Theile desselben; auch müssen alle Theile des Zählers ho- 
mogen sein, d.h. gleich viele Factoren haben. Dasselbe gilt von 
den Glied^n des Nenners. 



$. 14. Oft ist bei den vorbin betrachteten Ausdrücken eine 
elegante geometrische Construction zulassig, wie folgende Beispiele 
zeigen. 

1) Es sei » = zu construiren. (Fig. 3.) 

Man bilde ein in C rechtwinkliges Dreieck iCZ>, wo iC = 
a, (7Z> sr 6 and folglich die Hypotenuse AD = /*(«* + J*) ist. 
Auf CD nehme man AB ^ t und verlängere CA nach M, so dass 
CM. = AD sei. Darauf ziehe man EM und errichte auf ihr in 
M das Perpendikel üfF, welches bis zu seinem Durchschnitte mit 
der DC verlängert wird ; alsdann ist CF der gesuchte Werth von 
X. Denn es ist CM ^ AD zs^ /•(a» + J«) . 

und man hat die stetige Proportion: 

CB : CM ^ CM : CF d.l 

c : /•(a* + 6«) « /'(a* + 6«) : CF 

folglich CF = .f!±*l ^ a?. 

c 

5s J. Ifc 

2) Es sei X = zu construiren. (Fig. 4.) 

Man beschreibe! über i/> = 6 4- c, als Durchmesser, den 
Halbkreis ACD , mache iS = 6 und BC senkrecht auf AD, Dar- 
auf ziehe man die beiden Sehnen AC, CD und mache auf CD 
oder, wenn es nöthig, auf der Verlängerung den Theil CB = a. 
Zieht man nun AB und AF senkrecht auf AB, welche die verlän- 
gerte Sehne DC in F schneide,- so ist das Stück fF=: x. Denn 
es ist AC^ ^ ABxAD ^ 6(6 +c) = 6* + 6c und folglich AC = 
/*(&*+ 6c), daher hat man wegen der beiden ähnlichen recht- 
winkligen Dreiecke ACB, FCA: 

BCiAC = ACiCF d.i. 
a:/*(6H6c) =/'(62 + 6c):a?, wo dann 

X = • . ist. 

a 
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3) Es sei X = • zu construiren. (Fig. 5.) 

c 

Man beschreibe ein rechtwinkliges Dreieck ÄCD, dessen Hy- 
potenuse AD ^ a, Seite CD =^ b, folglich die Seite AC = 
/'(«' — 62) igt jiau mache CE = e und ziehe Äi. Errichtet 
man alsdann in A über ii? das Perpendikel AF, welches die ver- 
längerte CD in F trifft, so ist CF = x. Denn es ist wieder 

ECiCA = Ci*:Cf d.i. 
c:/*(a* — 6*) = /'(a^ — b^):x. 

4) Es sei 0? = ^ zu construiren. (Fig. 6.) 

Ueber AB = c errichte man in deren Endpuncten die Per- 
pendikel AC == a, BD ^ iT, ziehe CD und errichte in der Mitte 
E ein Perpendikel EF bis zum Durchschnitte mit AB, dann ist 
AF = a?. (Vergl. unten Nr. 19. IL Abschn.) 



§. 15. Wir wenden uns jetzt zur Construction einfacher 
Gl/eichungen , welche irrationale Grössen enthalten. 

Gleichungen dieser Art werden entweder mit Hülfe eines 
rechtwinkligen Dreiecks oder des Kreises construirt und somit auf 
die oben angegebenen Grundformen Y, YI, YH zurückgebracht 
An einer Reihe von Beispielen wird man sich am leichtesten 
Orientiren. 

1) Es sei s = ^a zu construiren. 

Da diese Gleichung sich in die Proportion verwandeln lässt: 
1 : 0? = o; : a, so suche man zur Einheit, welche sich auf a be- 
zieht und zu a die mittlere Proportionale. 

Anmerk. Sollte man darcb eine geometrische Construction die Quadratwurzel 
aus feiner Zahl ziehen, so sehe man zu, ob sich dieselbe in 2 oder 3 etc. 
Quadrate zerlegen lässt. So Gndet man z. B. V20 dadurch, dass man 20 in 
2 Quadrate zerlegt, nämlich 16-f-4 und nun ein Quadrat bildet, welches 
diesen beiden gleich ist, deren Seiten 4 und 2 sind. Ebenso ist Vl.54 zu 
construiren, da 144+9+1 = l^j ^o man also ein Quadrat construirt, 

weiches diesen dreien gleich ist. Die Formel '«'^ ^^^^ ^^^ durch ein 
gleichseitiges Dreieck construiren, dessen Seite = a ist. 

2) Um oj = /*2a» 

X = v^5a* etc. 
zu construiren, kann man zwei Wege einschlagen. 



— 13 — 

Der erste Weg. 
Man suche zwisc&en a und 2a 

ci „ 3a # 

a „ 5a u. s. w. 
die mittlere Proportionale wie Nr. Y. 

Der andere Weg. Fig. 7. 
Man zeichne einen rechten Winkel BÄC, mache AB = AC 
= a und ziehe BC, so ist 

BC = ^2a\ Macht man ferner 
AD = BC und zieht BD, so ist 
BD = /*3a*. 
Ferner mache man BD ss iJB, ziehe BE^ so ist A£ = ^4a' 
s= 2a. Nimmt man wieder BE = iF und zieht BF, so ist BF 
SS ^5a', und so kann man diese Construction für ^ma^ ins 
Unendliche fortsetzen. 

3) Um X = v^4a* zu construiren, ziehe man (Fig. 8.) eine 
gerade Linie AB, mache CB =^ a und AC = |a. Ueber AB be- 
schreibe man den Halbkreis ADB und errichte in C das Perpen- 
dikel CD. Dann ist iZ> = v^^a; denn man hat 

^a:x = 0? : a. 

Ebenso lassen sich ^^a^j ^ — a' construiren durch eine 

ff 

mittlere Proportionale, weil \a\x = x\a und 

1 

— a \x = x\a, 
n 

4) Man soll I) o? = /^|a* und 2) a? = %^'^|a*'* construi- 
ren (Fig. 9.) 

Es sei if SS a und ABCD == a^. Um nun o;^ = ja^ 2u 
erhalten, beschreibe man über AB einen Halbkreis, theile AB in 
5 gleiche Theile, errichte im Endpuncte des Isten Fünftels AR 
ein Perpendikel EWy welches in W den Halbkreis trifft, ziehe 
dann AVf, so ist diese die Seite des verlangten Quadrates. Um 
dasselbe herzustellen mache man iW = AÜ = AK und ziehe 
ÄFJSTiö so wie VfYEAB, dann ist ABYU = ^a^. 

Denn iÄ : AW ^ AW \ AH d. i. 

a : a? = a? : |a , also o?* = \a\ 
2) Um 0? = v^fa* herzustellen, nehme man 4/ = \AB, er- 
richte das Perpendikel IN auf ifi, ziehe AN und mache i£ =: 
AN = iJT, so ist das über AK errichtete Quadrat AKML = \a\ 
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Denn man hat: ABiÄN =: AN: AI d. i. 

a:x = jp : |i», folglich 
a?» = |a*, oder x = ^ia\ 
* Hiernach lässt sich nun allgemein der Ausdruck 

^ n 

5) Um X = ^^(id^ + ab) zu construiren, suche man zwischen 
^n^b und a die mittlere Proportionale, weil 

4a + b:x = x:a. 

Ebenso construirt man x = ^(id^'+ab'+2ttc)j wo zwisctien 
ia+b'+2e und a die mittlere Proportionale zu suchen ist. 

Zuweilen kann aber auch die gesuchte Grösse unmöglich 
werden, wenn z.B. in dem Ausdrucke x = ^(ab — ac) oder 
/a(b — c) der Fall eintritt, dass c>6 ist. 

6) Um X = ^(a^+bc) zu construu'en, setze man bc = «* 
und suche zwischen 6 und c die mittlere Proportionale m. Dann 
ist X = v^(a«+in2) ^ /•(a«+6c). 

7) Um X = ^(a^+bc+ef) zu construiren, setze man 6c = 
p*, also 6:p = p: c und ef = g*, also «: j = j:/", wo also p 
und 9 bestimmt sind. Es wird daher 

X = A«^+pH9*)-; 

Zur Construction dieser Gleichung nehme man (Fig. 10.) einen 
rechten Winkel DAC, mache AB = a, AC = p, ziehe BC^ mache 
ferner AD = BC und i4S = j, so ist DA = x. 
Denn ÄCT^ = AB^+AG^ = a*+p*, 

oder iö* = a*+p^ also DJB^ = AD^ + AE^ 

d. i. DB* = a^+p^ + q^; mithin DB = /"(aHpHj*). 

8) Um X = v^(a* + 6*+2arf) zu construiren, ziehe man (Fig. 
11.) eine Gerade AB, mache AC = d, CB = u und errichte in 
A die AD senkrecht auf AB. Aus C beschreibe man mit CD ^b 
einen Kreisbogen, welcher ilD in D schneide. Endlich ziehe man 
DBj so ist DB = X. Denn es ist nach dem Pythag. Lehrsatze: 

a?» = (a+(0^+y2 = aH2a(l + d[Hy^ 
und 6* = d^+y^. Diess substituirt giebt: 
a?« = a*+6*+2arf, folglich 
0? = /'ia^+b^+2ad). 

9) Soll a? = %/^(a*+J2 — ^2acO construirt werden, so mache 
man (Fig. 12.) CB » a, CA ^ d, errichte in A das Perpendikel 
AD und beschreibe aus C mit der Weite CD ^ b eiaen Kreis- 
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bogen, Welohtr das Perpoidikel in D durchscbneide. Zieht man 
nun DB^ M igt wiederum DB <£ x. 

Man hat nämlich s^ ^ a^—2ad + d^+g^ 
und 6* = d*+y*, daher 
a?* *= a2 + t>— 2ad. 

10) Um X = %r(a*+b' — c*) zu construiren, setze man, da die 
Glieder keinen gemeinschaftlichen Factor haben, 6^ = am und 
c^ = an; dann wird s = ^(a^-j-am — an), wo alsdann zwischen 
a + m-n und a die mittlere Proportionale x zu nehmen ist. 

Die Formel x = /*(2(a*+6*— 2c') 
lässt sich nach dem Lehrsatze : „In jedem Dreiecke ist die Summe 
der Quadrate zweier Seiten = der Summe aus dem doppelten 
Quadrate der halben dritten Seite und dem doppelten Quadrate 
der Transrersale )iach ihr,"* geometrisch oonstmiren. 

11) E)s' soll Ä = ^(aj + crf) construirt werden. Man nehme 
zwischen a und &, sowie zwischen c und d die mittleren Propor- 
tionalen tn und n, so wird afr ^ m^, c4 =^ n^, daher x ^ 
^(m*-}-»*) sein , welches nach Nr. VI. leicht zu finden ist. 

StaH de6sen kann man auch zu den Linien «, c, <i die 4te 
ProportioiKftte m suchen, so wird am = cd und hieraus x = 
^inh + am)y wo sodann zwischen b + m und a die mittlere Pro- 
portionale X ts ^{ab'\'Cd) giebt. 

12) !Es seil X = /*(«* + ic+d*) construirt werden. (Fig. 18.) 
Man mache »©«ft+rf und ßC-d, dann ist DB = /'(ic+c^); 
darauf nehme man 2)i = «, so wird AB = /'(ÖAH^*^) *= 

13) Man soll x = ^^(a*— 6'-f c') construiren. (Fig. 14.) Man 
mache AB =: a und beschreibe über derselben 'einen Halbkreis. 
In denselben trage man die Sehne BC = ^(AB^ — AC^) = 
^(«* — 6*). Auf der verlängerten AC mache man CD :sz c, so 
wilHl *» = /*(ÄC*-f C/>2) = /*(a*— ** + c«) Ä jr. 

Wenn x = |/*(a* — 6*— c'), so nehme man iÄ = b, EC 
= Cj welche unter einem rechten Winkel E zusammengesetzt die 
Hypotenuse AC ^ %/*(ft'+c2) geben. Darauf beschreibe m^n über 
dem Durchmesser AB = a einen Halbkreis und trage in densel- 
ben die Sehne 

AC = /"(^Hc*)» s^ ist die Sehne BC = /*{AB^—AC^) 
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14) Es sei zu constniiren : x = V(«* — *c — rfc) (Fig. 15.) 
Man mache kB » &+d[, kH = c, ilif •« a und besctureibe 

über den Durchmessern J9J9 und iüf Halbkreise, so ist die senk- 
rechte Ordinate At «= ^{bc+cd). Macht man nun die Sehne 
AG = AF, so wird die Sehne GM = ^(AM^—AG^) = 
V(a*— 6c — crf) = X. 

15) Es sei zu construiren x = V(ö* — 6c— d*). (Vor. Fig.) 
Man mache AB = b, AD mn c, so wird die Ordinate AF 

= V6c; errichtet man auf derselben ein Perpendikel FH = d 
und zieht AH, so erhält man AH = V(6c+d'). Macht man nun 
die Sehne AK ^ AH und zieht MK, so erhält man 

KM = V(Ailf *-iÄ:») = V(a*— 6c-d«) =c a?. 

16) Es sei zu construiren x = V(fl*+6* — c*+^* — **)• 

Hier ist a? = V[(aH6Hd*)— (c*+e*)]- Man s^ze a*+6* 
= p*, so ist p = V(ö* W*). Dann ist a; = V[(P*+0— (cHe*). 
Man setze ferner p*-f-rf* = j* und c* + e* = H, so ist g = 
V(p*+rf*) und r = V(cHe^). 

Beide Ausdruck e können nach Nr. VI. construirt werden und 
es ist alsdann x = ^(q^ — r^) nach Nr. VH. herzustellen. 

17) Es soll construirt werden a? = V(a*+6 V— 2a6). (Fig. 16.) 
Man mache AB ss BE ^ b, beschreibe über AE einen Halb- 
kreis , mache AF = a, errichte ^6 senkrecht auf AE und ziehe 
Aß = ^2ab. In B errichte man BC ^=^ a senkre cht auf AB, 
ziehe AC, darauf CD ^=: c senkrecht und ziehe AD ^ ^{a^+b^+c^). 
Ferner beschreibe man über AD einen Halbkreis, mache darin 
AH =3 AG und ziehe HD^ so ist 

MD = V(a* + 6*+c'— 2aJ) = x. 

Anders. Man setze 
X = V(flH6Hc*— 2c6) = V[(«— 6)Hc*L= V[( 6— «)*+€*], 
mache das Perpendikel BK =s c und ziehe FüT, so ist, weil BF 
= b — a, FK ^ X. 

def 

18) Es soll construirt werden x = ^{a} + bc'\ — '-). 

Man setze be » m^ und — ^ = n*, so ist a? = V(ö*+»**+»*)- 
Man bat also n >= V*^ und n =? i/ — ^ = i/ ( — X^). 
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19) Es sei zu conslrniren x ■» V(ö*"+V'6*-I' c*)). 
Man verwandle diesen Ausdruck in folgenden: 

V[a*+V(6* + ^)] =«= V[a* + W(6*+^)]. Nun conslruire man 

-r- » y, 80 ist -p- =y*, folglich a?« V[a* + 6V(6*+y*']- Setzt 

man ^(b^+y^) «= », so wird o? = Vl«' + ^*)» welcher Ausdruck 
nach Nr. VI. construirt werden kann. 

20) Es sei x = aVCi+W^) ^^ construiren. 

Zunächst bringe man den Factor a unter die Wurzelzeichen, 
so entsteht V(i»^+iW^<>^) ^^c- 

52 _^ , 

21) Es sei' X = v[fl* + -T-+^v(«* — ^*)] ^^ construiren. 

Man. setze V(ö* — **) *= *» und a^+-—sz n*; dann kommt 

man auf die Form x = ^n^^ am und setzt man am = p^, so 
erhalt man x =» ^(n^Tp^)- 



§. 16. Es lassen sich auch Radicalgrössen Ton höheren Ex- 
ponenten construiren; jedoch müssen diese Potenzen Ton 2 sein. 
So istz. B. 1) wenn x = ^aHc gegeben ist, ^aHc = ^^aHc 
= ^a^bc , woraus a: x =^ x: ^bc folgt. 

2) Es sei zu construiren x =5 ^abcd. 

Man setze cd = m', so wird x = ^m^ab. 

* < — 

3) Es sei X = yja^b^c, so ist yja^^c = ylbyfaylac. 

Hier müssen sich unter dem Wurzelzeichen ipmer so viele 
Dimensionen befinden, als der Exponent Einheiten hat. 

4) Es sei JT = ^(a« + 6*). (Fig. 17.) 

Man suche zu den Linien a und b die 3te Proportionale m, 
so wird 6* = am und ö* = a^rn^, daher x = VV(ä* + «'•'»*) 
s= ^(a^(d^+m^). Man mache nun AB = a und darauf senk- 
recht BC = «I, so ist AC = V(ö* + wi*). Auf der verlängerten 
CA nehme man AB ^^ AB = a und beschreibe über dem Durch- 
messer EC einen Halbkreis, dann ist das Perpendikel AD « 
^(AExAG) = V[aV(aHw2)] = a?. 

5) Man soll die Formel xsa^/l — 1 construiren« 

Berkhan, Anleitung, 2 
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Man bringe diesen Aosdrudi zufSrderst auf die Form 
4 /-o«(a— 26+84-) j . oi , 86» 



y- 



man 



und setze a— 2öH — j- ■= m, a—b=^n, so hat 
x^tla^ .^ — yl^a^ . -^ =y (aVa* .■^= Vap. 



Alle übrigen coniplicirteren Fälle lassen sieb auf die vorigen 
zurückführen durch mehr oder weniger auf einander folgende Con- 
structionen. 

Von der Gonstruction unreiner quadratischer 

Gleichungen. 

§. 17. Es ist hier nur die Rede von bestimmten quadrati- 
schen Gleichungen, deren Glieder homogen sein müssen. Die ver- 
schiedenen Formen einer solchen Gleichung lassen sich auf fol- 
gende 4 Fälle reduciren: 

I. x^ + ax — bc = 

II. x^ — aX'—bc = 

in. aj* + oa? + 6c = 

IV. ai^—ax + bc = 0. 

Gonstruction .der Gleichungen, 

I. und II. x^+ ax—bc = 0. (Fig. 18.) Die beiden Wur- 
zeln sind 



+ 
X = 






Mao suche zwischen AB = b und BC ^ c die mittlere geo- 

ü 
metrische Proportionale BD^ mache BE «b — nnd ziehe £0, so 

ist £2) x:: . / / -j- + 6c j . Beschreibt man nun aus E mit der 

Weite BD einen Kreis, FDG, so ist BG *= Y+t/jf^"^*^) 
und beschreibt man um E mit BB einen Kreis, so ist BF = 
— 4-+^/ |-^+6c). Diese Werthe von BG und BP sind die 
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absoluten; da aber die Gleichung eine positive und eine negative 
Wurzel hat, so muss die Richtung von B nach A positiv, also 
die von B nach G negativ genommen werden. 

Setzt man in diese Gleichung für x den entgegengesetzten 
AVerth — x, so geht sie in die Gleichung II. x^ — ax — bc = 
über, woraus hervorgeht, dass die angegebene Construclion beide 
Gleichungen umfasst, da die absolute Grösse der beiden Wurzeln 
gleich ist und sich in ihnen nur das Zeichen ändert. 

Andere Construction. (Fig. 19.) Die beiden ersten 
Gleichungen lassen sich auf gleiche Weise construiren. Es sei 
6 ^ a , mit einem beliebigen Durchmesser , der jedoch weder < a 
noch < ft — c sein darf, beschreibe man einen Kreis FHG und 
trage in denselben die Sehne ffif = a, so wie FH ss b — c auf, 
deren Verlängerung HE = c abgeschnitten werde , so ist FE = 6. 
Darauf beschreibe man mit dem Halbmesser CE um C den con- 
centrischen Kreis EADB, welcher die verlängerten Sehnen in den 
Puncten E, A, D, B schneide } dann ist FA die positive und FB 
die negative Wurzel für die Gleichung I., so wie im entgegenge- 
setzten Falle FA die negative und FB die positive Wurzel der 
Gleichung II. 

Beweis. Es ist FA - OB, FD = HE und FDxFE == 
FAX FB. Wird nun die Sehne FG in / halbirt, so ist 
W = IF^ + FAXFB « IF^ + FDxFE*). 

Es ist aber IF^ = ^a^ und FDxFE = 6c, folglich lA^ = 
\a^ + bc, also lA = ^iW + bc), daher FA = lA — IF = —iai- 
V(ia^+6c), und FB = FI+IB = 4a+V(iaH6c). 

Demnach ist fÄ, negativ genommen, = — ^a — V(l«^ + ^c) 
und dann ist FA die positive Wurzel der Gleichung I. 

Wird dagegen FA negativ genommen, so ist FA = {cl — 
^(\ä'^+be) und also FB positiv genommen = {a + yl(^d^ + bc ; es 
ist demnach FA die negative und FB die positive Wurzel der 
Gleichung II. 

3te Construction. (Fig. 20.) 

Man ziehe zwei unbestimmt lange Gerade, BC, GH, unter 
einem beliebigen Winkel A. Auf den einen Schenkel trage mau 



*) Beschreibt man nämlich über AB mit lA den Halbkreis AMB^ errichtet in F 
das Perpendikel FM und zieht IM, so ist IM^ = It'^ + FMK Da aber FM* 
:= AFxFB, aö folgt; IM = IF^+AFxFB = IF*+ FDxFE. 

2* 
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AB := b und entgegengesetzt AC ^ c; auf dem andern Schen- 
kel mache man AD =^ a und errichte auf BC in deren Mitte B 
ein Perpendikel EM, sowie auf der Mitte F von AD das Perpen- 
dikel FM und beschreibe aus deren Durchschnitte M mit MB einen 
Kreis , welcher die Gerade GH in G und H schneide , so sind AH 
und AG die beiden Wurzeln der vorgelegten Gleichung. 

Beweis. Da FG = FH und FD = FA, so ist DC = AH. 

Nun ist 

AG: AB = ACiAH, folglich, wenn man AH ^ x setzt: 
iß =r iD+Dff = AD+AH = a? + a? und daher 

a+x:b = c:a?. 
Hieraus folgt ax+x^ = 6c oder a?'+aa? — bc = 0. 
Setzt man dagegen AG = o?, so wird AH=DG=iAG—AD 
= 0? — a und man hat a? : 6 == c:x — a, woraus 

o;* — ax = 6c, oder 
x^—ax—bc = folgt 
Für x^ + ax—bc = ist demnach AH die positive und 
iß die negative Wurzel der Gleichung. Für x^ — ax—bc =0 
hingegen ist AG die positive und AH die negative Wurzel. 
4te Construction. (Fig. 21.) 

Man mache AB = a, errirhte zu entgegengesetzten Seiten 
die Perpendikel iC = 6, i?i> = c und ziehe CD. Aus der Mitte 
M von CD beschreibe man mit MC einen Kreis, verlängere AB 
beiderseits bis an den Umkreis nach F und 6, so ist 

AF = +AH+HF = ia + yJila^+bc) = x die positive, 
AG = -^AH—HG = ia— V(ia^+6c) = x die negative Wur- 
ael der Gleichung x^ — ao? — bc = 0. 
Ebenso ist 
BF= —BH+HF = _ la + VCiaHftc) = x die positive. 
BG== —BH—HG = — ^a— V(iö^ + 6c) = x die negative 
Wurzel der Gleichung x^'\'ax — bc = 0. 

Beweis. Man verlängere CA bis an den Umkreis, ziehe 
DE und falle aus M auf ED das Perpendikel M,. welches FG in 
ff senkrecht schneidet, so ist, weil E ein rechter Winkel, €E = 
6 + c und MI die Hälfte von CD = ^(6 + c), sowie ff / = c* folg- 
lich Jfff = i(b—c). Nun hat man CD^ = a^+fj + o*, also Ci> 
= V[a^ + (6 + c)2] und MC = MG == MF == H[«H(6+c)«]. 
Ferner ist ßff« = GM^^-Mm d. i. fiflz ^ |[a2 + (6 + c)2] — 
1(6 -c/ = laH6c, folglich GH ^ HF ^ V(iöH6c). Da 
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nun äH = HB = ia, so bezeichnen ÄF und AG die beiden 
ersten Wurzeln, sowie BF und BG die beiden letzten. 

An merk. Wäre 6 = c, so änderte diess die Construclion nichl. 

Construction der Gleichung: s'^'+ax-^^bc = 0. 

I. Construction der Gleichung x^ — as+bc = 0, welche die 
beiden positiven Wurzeln 

X = |a+^/ f-j — 6c j und 

X = ia— V(^— 6c) hat. (Fig. 22.) 

Man nehme AB ^ a, errichte nach einerlei Seite auf AB 
die Perpendikel AC -= b, BD = c, verbinde deren Endpuncte 
-C, D und halbire CD in E. Darauf beschreibe man aus E mit 
der Weite EC = ED einen Kreis, welcher die Grundlinie AB in 
den Puncten F, G schneide, dann sind AG \ind AF die beiden 
positiven Wurzeln der vorgelegten Gleichung. 

Beweis. Man ziehe i?f , EG und falle aus E das Perpen« 
dikel EH auf AB, so ist, weil E die Mitte von CD, auch H die 
Mitte von AB, also AH ^ HB ^ {a. Zieht man DI^ AB, so 
ist C7 = 6 — c, folglich 

CZ>2 = DI^+CP d.i. 
Cfl* = g g +62— 26c + c^ also 
CO = VaH6^ — 26c + c^ oder 
4C» ^ EF - i>/aH6* — 26c + c2. 

Nun ist £ff » -^ii und 

FH^ == FS^ — Em d.i. 

jf,jp ^ a»+6^— 26C + C» 6^+26c+c> 



folglich FH = 1/ -T 6c. Es ist demnach 

1) AG = AH + HG = ia f i/^— öc 

2) AF = AH—FH = {a—J'^—bc. 

2. Construction der Gleichung a;* + aa; + 6c = 0, welche die 
beiden negativen Wurzeln 
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X 






Man construire wie vorhin , so sind die beiden negativen 
Wurzeln BG und BF. 

Beweis. Da vorhin die Richtung *vQn A nach B positiv ge-r. 
nommen ist, so wiixl jetzt die Richtung von B nach A entgegen- 
gesetzt, also; negativ sein. Es* ist also . 

1) Äff = — Äff+ffC =— ia + t/^j- — Je. 

2) BF^ —BH—FH ^ —{a—J ^ — hc. 

Andere Construction der Gleichung 
... a;2 — aa? + 6c = 0. (Fig, 23.) 

Auf dem einen Schenkel eines beliebigen Winkels A nehme 
man AB =6, AC = c und auf dem andern AD :=^ a, halbire 
BC'mS, AD in F und errichte nach innen die Perpendikel £Af, 
jFüf. Darauf beschreibe man aus dem Durchschnittspuncte ^ mit 
der Weite SfB ^ MC einen Kreis. Schneidet dieser den Schen- 
kel i4i> in G und H, so sind die Abschnitte AG und AH dieWur-» 
zeln der gegebenen Gleichung. . 

Beweis. Da AF == FD und GF « FH, so ist AG = HD. 
Es ist aber AG . AH = AB . AC, folglich wenn 

AG = X, also AH = a — x: 
ax — 03* = ftc, oder ay^-^eia) = ftc 

Setzt man AB = x, also i46r = a — a?, so hat man wieder: 

ax — -r* = 6c. 

Berührt der Kreis die AD , so hat die Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln. Trifft der Kreis die i4Z> nicht, so hat die Gleichung 
zwei unmögliche Wurzeln. 

Construction der unreinen quadratischen Gleichung 
nach Verwandlung des letzten Gliedes. 

§.18* Wenn zwischen den Factoren des letzten Gliedes b 
und c die mittlere Proportionale m gesucht wird, so verwandelt 
sich die Gleichung x^+axll^bc =0 in folgende 

x'^ + ax'+m^ =0. 



— 23 — 

Wir können uns demnach auch jede unreine quadratische 
Xileichung als unter der Form 

x^'^ax + b^ er 
gegeben denken, welche dann wieder in folgende 4 Ablheilungcn 
zerfällt: l) x^ + üx—b^ = 

2) a?»— oa?— 6* = 

3) x^ + üx+bl = 

4) x^ — aa?*l-6*=o 0. Die Construction 
dieser Gleichungen zeichnet sich dorch grössere Einfadiheit aus. 

A. Construction der beiden ersten Gleichungen unter der Form: 

x^ + ax — b\ (Fig. 24.) 

Man beschreibe mit dem Halbmesser AC =^ ia um C einen 
Kreis, lege an A die Tangente AB = b und ziehe die Secante BD, 
so ist BB die positive und BD (negativ genommen) die negative 
Wurzel der Gleichung 1.; dagegen ist BD die positive und BE (ne- 
gativ genommen) die negative Wurzel der Gleichung 2. 

Denn es ist CA = CD =^ Cß = ia, und CB = yl{CA'^ + 
AB^) = V(ia^ + 6*) , folglich CB—CB =. BB := —4a + V(ia* 
+6') und, BD negativ genommen =s — CD — CB =. — 4« — 
V(i^ + ^^)' welches die. Wiu*zeln der ersten Gleichung sind. 

Gleicherweise ist BD = CD+CB = |a+V(i«*+6*) und 
BE negativ genommen = — BC+CE = ia^^(\a^+b% welches 
die Wurzeln der 2. Gleichung sind. 

B. Construction der beiden letzten Gleichungen unter der Form: 

\ x^±ax + a^ =0. (Fig. 25.) 

lieber der Linie AB = a, als Durchmesser, beschreibe man 
einen Halbkreis ADB^ mache die Tangente AC =s b und ziehe 
CDEHAB, welche Parallele den Halbkreis in D und E schneide, 
so sind CD und CE die gesuchten Wurzeln der Gleichung. 

I)enn ^l^n ziehe die Radien i)fZ>, ME und falle das Perpendikel 
MI auf DE, so ist DI = IE '^ ^iMD^ — MP) == V(K — ö^)- 
Hieraus folgt: 

CD = CI—ID = 4a-Vüa» — 62; und 

CÄ=: CI+IE = 4a + V(|ö^ — ^^)» 
welches die Wurzeln der Gleichung 4. sind. Ebenso sind — CD 
und — CE die Wurzeln der Gleichung 3. 

Ist iC =5 6 = 4ö, so hat die Gleichung zwei gleiche Wur- 
zeln. Ist 6 ^4^9 so sind die Wurzeln unmöglich. 
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$. 19. Andere Construction der quadratischen 
GleichuDg: x^'+ax'^P a= 0« 

Nehmen wir wieder die vier Formeln einzeln vor. 

1) Aas x^ + aäc — b^ =s erhält man 

X =r — 4a + V(ia* + 6»). 

2) Aus x^ — aX'-b^ = folgt 

X = +iQ + yl\a^ + b^). 

3) Aus a?2 + aa? + 6* = folgt 

X =r — ia + VU«* — 6*). 

4) Aus x^ — ax-i-b^ =* ergiebt sich 

X = +ia + yl(\a^-b^). 
Nimmt man nun bei den folgenden Constructionen die Richtung 
von der linken zur rechten als positiv an, so gelten die nach der 
entgegengesetzten Seite abgetragenen Grössen als negativ. 

Für die beiden ersten Gleichungen construire man ein in B 
rechtwinkliges Dreieck ABC (Fig. 26.) und mache AB = |a, BC 
= 6 , so ist AC = Vda» + 6*). 

Man mache nun AD z=i AE == EF = AB und EG = AC, 
so sind DC = AC—AD = V(i«^ + &-)— 4«, und 
AG - —{AE + EG) = — [V(K + *^) + 4a] 

die Wurzeln der 1. Gleichung. 
Ferner sind: 

EC = AC+ EA = yf(\a^ + 6*) + |a und 
Fff = —(EG—EF) = — [V(ifl* + 6*) — 4a] oder 
= 4« + V(Ta* + ft*) die Wurzeln der 2. Gleichunjf 
Ebenso construire man für die beiden letzten Gleichungen 
(Fig. 27.) ein in B rechtwinkliges Dreieck ABC, dessen Hypote- 
nuse AC = \a und Kathete BC ^ b sei, dann ist AB = VCi«* 
— 6*). Man mache nun AD = AE =^ EF = AB und Äff = iC, 
dann sind: FG = — [Äff — £f] = —[«« — ^(^a* — 6M 

iff = — [ßÄ+JPi] = —[ia -1- V(ia' — ft*)] 
die Wurzeln der 3. Gleichung. Und endlich sind: 

EC = EA ^-AC := U + V(ia* ~ &*) 
DC= AC—AD = 4a-V(ia*-6*) 

die Wurzeln der 4. Gleichung, wobei vorausgesetzt wird, dass, 
wenn in 3. und 4. die Wurzeln reell sein sollen, \d^>b^ sein 
muss. 
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An merk. Zuweilen Iftstt sieb die ConsUnction anf eine TOitheilbafte Weise bei 
einer Aufgabe ausrübren, obne zuvor die Gleichung aufgelöst zu haben* Diese 
bleibt jedoch den Umständen der Aufgabe überlassen. 



Zweiter Abschnitt. 

Angaben zur Anwendung der algebraischen Analysis. 

1. Awil^m'hem Eines Dreiecks ABC Seiten sind gegeben: 

AB =^ c, AB = h und CB ^ a; man soll aus den drei Eck^ 

puncten A, Bj C als Mittelpuncten drei sich berührende Kreise 

beschreiben. (Fig. i. Taf. III.) 

Auflösung. Es sei der Radius des um B beschriebenen 

Kreises == jt , so ist der des um C beschriebenen = a — Jp und 

der um ^ = c — s. Man hat also folgende Gleichung: 

c — X = 6 — (a — x) d,L 

c — X = 6 — a + Xf folglich 

a + c — b 
a>= g . 

Dieser Werth von x lässt sich leicht nach Nr. I. und II. der 
Hauptformeln (§. 3.) construiren. 

Wollte man den ersten Kreis um A beschreiben, so wurde 

AG dessen Halbmesser === sein. 

Andere Auflösung. (Fig. 2.) 

Sei wieder der Radius des Kreises um B ^^ x\ man setze 
den um C =: y und den um ii = s, so erhält man folgende 
Gleichungen: x+y = a 

x+z = c ^ 

jf-l-s == 6. Daraus folgt nun 
a+c — ö a+b — c ö + c — a 

^ = 2 •' ^ = 2—' * = — ^— • 

Zusatz. Reschreibt man in das gegebene Dreieck ABC den 
inaern Rerührungskreis, so erhält man die Rerührungs- 
puncte Ey F, G und diese bestimmen die Halbmesser der gesuch- 
ten Kreise , da AE^ AG als Tangenten gleich sind u. s. w. 

Hiermit ist also eine rein geometrische Construction dieser 
Aufgabe gegeben. 
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2. Aufgabt, Es sind eine unbegrenzte gerade Linie MN 
gegeben und ausser ihr zwei Puhcte A und B. Man soü von die- 
sen Puncten nach der MN zwei Parallellinien dergestalt ziehen, 
dass ihre Summe einer gegebenen begrenzten Linie m gleich sei. 

Auflösung; (Fig, 3.) Aus A und B falle man auf MN- die 
Perpendikel AD, BE und nehme an, AF, BG seien die gesuchten 
Parallelen. 

Nun sei AD^a, BE=^b, ilF=: jt, so ist Äff = m — jr; 

weil AiDf cc AMff, so hat mau 

a:6 = x:m — x, folglich summando . 

a-\-b :m =^ a:x und daher 

am 

a + 6 

Sucht man also zu a-f-ft, a und m die 4te Proportionale ^, 

so ist diese = A¥ u. s. w. 

Zusatz. Liegen die Puncto A\ B auf entgegengesetzten 
Seiten you MNy so ändert dieses in voriger Auflösung nichts. 

Ist statt der Summe die Differenz der Parallelen = d gege- 
ben, so lässt sich diese Aufgabe ganz auf ähnliche Art auflösend 

Unter welcher Bedingung wird die Aufgabe unmöglich? 

3. Auffppabe* Es ist ein Dreieck ABC gegeben; man soü 
durch dasselbe eine Parallele DE dergestalt Ugtn, dass der obere 
Abschnitt AD dem unteren EC auf der anderen Seite gleich sei,, 
(Fig. 4.) 

Auflösung. Es sei AB ^ a, AC c=.6; man 3etze AD 
=: CE ^ j*, so ist DB = a — x und EA = 6 — x. Es ist also 

x:a — X =■ b — x:x, folglich 
s^ = ab — bJc — aJC+jr^, oder 

^ ax-^-bx =^ ab. Mithin 

ab 
x= — r-r* 

a + b 
Dieser Werth von äp giebt offenbar die Proportion 

a + b:a = b:x. 
Um diesen Werth gleich in der Figur zu conatrairen^ ver- 
längere man iC, mache CF r= a, ziehe FB und CD H £F, dann 
ist 42) = a? = CF. 

4. Aafji^ake. In ein gegebenes Dreieck ABC ein Quadrat 
zu beschreiben, welches über der Basis BC steht und die beiden 
anderen Seiten berühre, (Fig. 5.) 
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Auflösung. BFGB sei das gesuchte Quadrat; aus Ä fSille 
man das. Perpendikel AH auf BC, welches die Quadratseite DF in 
M schneide. Nun sei BC =i a, AU = A , AM =r rr , so ist MH 
oder DB ^ FG = h—x. 

Da DF H BC, so ist AiDF «n» Ai4BC, folglich hat mau 

BC.AB = DFiAM 
. d.'u a :h = A— a; : a?, oder 

a + A :A = A :x.. Daraus folgt: 
_ A2 

Sucht man also zu a + A und A die 3te Proportionale, so 
erhalt man (nach IV. §. 3.) AM = s. Um diese Construclion 
gleich bei der Figur auszuführen, verlängere mau CS, beschreibe 
aus A mit einem Halbmesser AO = BC + AH einen Kreisbogen, 
welcher die verlängerte BasLs CB in schneide und lalle aus // 
auf iO das Perpendikel HR, Endlich trage man AR von A nach 
M und ziehe durch M die Df H BC u. s. w. 

Denn es verhält sich nach dieser Construction 
AOiAH = AH: AR d.i. 
a + A:A « A :a5(=i.¥). 

Wie lasst sich diese Aufgabe noch anders auflösen? 

5. Aufgabe« In einem gegebenen Kreis ein gleichseitiges 
Dreieck %u besehreiben. 

A u f I ö 8 u n g. t Fig. 6.) Sei die Seite des inbeschriebenen 
Dreiecks AS ^ x und der sie senkrecht schneidende Radius CB 
= a, so ist AD ^= \x und AB als Seile des inbeschriebenen re- 
gulären Sechsecks = a; daher AABD üi AADC, also BD = 
DC = 4a. Nun ist AC^ = DC^ + AD^ d. i. 

a« = \a^+ix^, oder 

a?'^ s=: 3a* und 

a? =5 V«^«^- 
Um diese Linie zu construiren, errichte man über dem 
Durchmesser AB (Fig. 7.) ein gleichseitiges AABC, ziehe aus des- 
sen Scheitel C nach dem Centro die CD, welche auf AB senkrecht 
ist; dann ist AC t=: 2a, AO ^ a und hiernach CD^ = AC^ — 
AD^ d. i. « 4«»— a» = 9a? und folglich CD = ^W^ = x. 
Es ist demnach CD die Seile des inbeschriebenen Dreiecks, welche, 
der Sehne GE gleich gemacht , das verlangte A GEF darbietet. 
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6. Aofi^a^e« B$ ist ein Dreieck ABC geg^en; fnan soll 
über der einen Seite ÄC s= a ein Rechteck coneiruiren, welehes 
$0 gross ist als das Quadrat der Seite ÄB=*b, 

Auflösung. (Fig. 8.) Die andere Seite des gesuchteu 
Rechtecks iF sei = 4r, so hat man die Gleichung 

ox =s 6>, folglich 

a 
Um s zu construiren, hat man nach IV. zu a und b die 

3te Proportionale zu suchen. Man trage daher b von Ä aus auf 

ÄC nach D, ziehe DE -H BC, so ist AC = s; denn es ist 

ACiAB - ADiAE d.i. 

a : b = 6 : jr. 

Vollendet man also das Rechteck AFGC, so ist dieses = AB^, 

7. AafKabe. Es ist ein Parallelogramm ABCD und in 
einer Seite desselben ein Punct M gegeben; man soU durch M eine 
gerade Linie ziehen^ welche mit den unbestimmt langen Schenkeln 
des Winkels BAD ein dem Parallelogramme gleiches Dreieck AGF 
bildet. 

Auflösung. (Fig. 8.) Man setze CM = a, DM =s b, das 
Perpendikel zwischen DC und AB^ oder die Höhe des Parallelo- 
gramms = m und, da es hauptsächlich auf die Bestimmung des 
Punctes F ankommt, BF = m. Um nun zur Fundamentalgleichung 
zu gelangen, ziehe man noch MK W BC und bestimme durch die 
Grössen a, 6, m^ x den Flächeninhalt des AAGF, welcher dann 
dem des gegebenen Parallelogramms gleich ist. Die Höhe des 
ADGM sei = ^, so hat man: 

a+x:m = b:y, folglich 

bm 

y - 



a+x 

hm 

Daher ist die Höhe des AAGF = m+ , folglich 

a-ha? ° 

hm. 

Ua+b+x)(m-\ — — •) = (o+J)»i 

(a+b+a-) (1+-J._)= 2(a+6) 

a^x 

(a + 6 + J?) (a+x+b) = 2{a+x)ia + b) d.i. 
a^+b^ + x^+2ab+2ax-\-2bx = 2a^+2axV2ab+2ba; 
reducirt jr2 = a^ — b^, mithin 
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Zur geometrischen Construction bat man demnach 
(a + b) :x = x: (a— b). §. 3. Nr. VII. 

Zusatz. Die Aufgabe kann unmöglich werden, sobald b>a 
ist. Wird ferner a = 6, so ist s ss 0, d.h. der Punct F föllt 
in B. 

Lässt man endlich das Zeichen ( — ) vor der Wurzelgrösse 
gelten, also x = — ^^(a* — 6*), so muss der Punct F zwischen 
die Puncte A und B fallen, da die Richtung von B nach F, als 
ursprüngliche, positiv genommen wurde. 

8. Aufgabe. Es isi ein Dreieck ABC gegeben; man soll 
dasselbe durch eine mit der Basis BC parallele Linie in zwei 
gleiche Theile theilen* 

Auflösung. Sei (Fig. 9.) FG die verlangte Linie^ AB = a 
und AF = X, so ist AABC'.A AFG = a* : o?» 

d. i. 2 : 1 = a» : a?2 ; folglich 
X = ^^a^. 
Construction. lieber AB beschreibe man einen Halb- 
kreis, errichte in D, die ED lothreclit auf AB, mache AF ^ AS 
und ziehe FG H BC. Denn es ist AE^ = 2(^a)2 = ^a\ 

9. Aufgabe. Ein gegebenes Dreieck ABC zu verdoppeln, 
so dass das gesuchte dem gegebenen ähnlich sei* 

Auflösung. (Fig. 10.) Sei AB = a; man verlängere AB 
nach F und AFG sei das gesuchte A, wo if =» x, dann ist 

AABCiAAFG = a^ix^ d.i. 

1 : 2 = o2:a?2. 
daher x = ^2a\ 

Construction. Diese ist offenbar das Umgekehrte der 
vorigen. Man mache JLEAB = \R, AB = AE, fölle aus E das 
Loth ED und schlage aus D mit DA den Halbkreis AEF, dann 
ist der Durchschnitt F der Endpunct der Basis. Zieht man nun 
FG ft BC, so ist A AFG = 2 A ABC. 

10. Aofjfabe. Von einem gegebenen Puncte A ausserhalb 
eines gegebenen Kreises durch denselben eine Secante so zu legen, 
dass das ausserhalb des Kreises liegende Stück derselben dem in 
den Kreis fallenden gleich werde* 

1. Auflösung. (Fig. 11.) C sei des Kreises Mittelpunct, 
AB die gesuchte Secante, so dass AD = DB. Man ziehe den 
Halbmesser CD und aus C auf AD das Loth CS] ist nun AC=a^ 
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CD ^ b, ED =^ X und CE ^ y, fol^ich AD = 2x, so hat man 

1) y*+9»* = a* 

2) y*+ a?» = 6*, daher 

8a?* = a» — 6« 

0?* = ^ and mithin 






Construction. Da /^^(a^— 6*) = /*^^a+ft)(a— 6) 
so suche man die mittlere Proportionale zwischen AH s? Hß+b) 
und ijP = a — £, indem mao über jÜT den Halbkreis AIH be- 
schreibt und in F ^xxi AH das Loth FI errichtet, wo dann AI = 
2x ist. Beschreibt man daher um A mit ii/ einen Kreisbogen 
IBD\ so erhält man in den Durchscbnittspuncten 0, D' mit dem 
gegebenen Kreise die Ricbtungspuncte , durch weiche von A Secan- 
len AB^ AB' gezogen, der Aufgabe Genüge leisten. 

2. Auflösung. (Fig. 12.) Da mit dem gegdbenen Puncte 
A auch die Tangente an den Kreis AM gegeben ist , so sei AM 
:=■ a, AD = DB = x\ dann ist nach einem bekannten Lehr- 
sätze der Geometrie : 2a7 X a? = a X a oder 

2a;* = a*, folglich 

Dieser Ausdruck lässt sich noch einfacher als der vorige 
cjnstiiiiren. 

Unter welchen Bedingungen wird aber die Aufgabe unmöglich? 

An merk. Bei dieser Aufgabe ist die rein geometrische Auflösung einfacher als 
die algebraische; allein es ist gut, auch die| leichtesten Fälle algebraisch be- 
banddin zu lernen. 

11. Aufi^abe. In einer begrenzten geraden Linie AB sind 
zwei Puncte C und D gegeben i es soll ein dritter F so bestimmt 
werden^ dass seine Entfernungen von den Endpuneten der ganzen 
Linie dasselbe Verhältniss haben als die Abstände v0n den gegAe^ 
nen Puncten. 

Auflösung. (Fig. 13.) Es sei A€ =z a, CD ^ *, DB = 
c, C!F = a?, so ist FD = 6 — x. 

Es ist also a:x ^ cib — Xj folglich 

ex es ab — ax. Diter 
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(a+e)x = ab und 

ah 
X ■= — ; — . 
a + e 

Construction. Offenbar hat man die Linie CD so zu 
theilen , dass sich die Theile verhalten ^ a\c^ weil FC: FD = 
a : c. Zu diesem Ende errichte man nach entgegengesetzten Sei- 
ten auf CD in C und D die Lothe CG, DU und ziehe GH, so 
giebt der Durchschnitt F den gesuchten Punct. (S. §. 12.) 

12. Aufgrabe, Es ist ein Dreieck ABC gegebeti; man soll 
in demselben einen Punct P so bestimmen, dass, wenn man ihn 
durch eine gerade Linie mit A verbindet und mit den Seiten AB, 
AC die Parallelen PE, PD zieht, die drei Stücke, in welche das 
A ABC dadurch getheilt ist, einander gleich sind, also dass jedes 
= ^ABC ist. 

Auflösung. (Fig. 14.) Da hier APED dem gegebenen 
ähnlich werden muss, so sei die Höhe des gegebenen AH = h 
und die des gesuchten PH = oj , so ist A ABC : A PED = 3 : 1 ^ 
also 3:1 = h^ix"^. Daher 

Construction. Man theile das Perpendikel AH in Z, K 
in 3 gleiche Theile, beschreibe über AH den Halbkreis AMH, er- 
richte auf AH das Perpendikel KM und ziehe HM, so ist HM = 
a?, weil AH: HM = HMiHK d.i. h:x = a;: Ja. Macht man 
demnach HN = HM und zieht durch N die FG It BC, so gieLt 
die Mitte P von FG den gesuchten Punct, durch welchen PE\i AB 
und PD]r{ AC gezogen, die verlangte Theilung hergestellt ist. 

13. Aaffabe« Auf dem Durchmesser AB eines Kreises 
sind zwei Puncte D und S gegeben, welche vom Centro C gleich 
weit absiehn; man soll in der 'Peripherie einen Punct G finden, 
von welchem, sowohl nach dem Centro als auch nach jenen Punc- 
ten gerade Linien GD, GC, GE gezogen, der Radius GC alsdann 
die mittlere Proportionale sei zwischen der Summe und Differenz 
jener Linien GD und GE. 

Auflösung. (Fig. 15.) Man fälle GF lothrecht auf AB und 
setze DC = EC ^^ a, den Radius GC = b, GD =z x, GE == y 
und CF = u, so ist nach der Bedingung der Aufgabe: 

x-\-yib = b:x — y, oder 
1) 6» « «»~y^ 
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Nun ist CD* = DF^ + ßF^ oder 

2) a?* = a^+2au+u^ + GF*; 
desgleichen G(P = CF^+GF^ d.i. 

3) 6» = u^+G F^ , folglich (2— S) 

4) a?2_ji _ a2^2au. Oder 

a?2 = a' + 5>+2an. Ebenso ist 
CÄ^ = EF^+GF^y oder 

5) y* = ««-2att+a'+CF« 
y' — 6» s= a* — 2aw, oder 

6) y* = aH**— 2att, also 
a?2— y2 -5- 4fl||^ folglich 

(2 = 4^11 mi(i mithin 

Löst man diesen Ausdruck in eine Proportion auf, so erhält 
man : 4a:b = b :n. 

Es ist also u = CF\ daher .giebt ein in F errichtetes Per- 
tpendikel FG den gesuchten Punct G an. 

14. Aututkhv, Von einem rechtwinkligen Dreiecke ABC 
ist gegeben die Hypotenuse ÄC =r a nebst einer anderen Linie 
DE = 6, deren Quadrat so gross ist ah der Unterschied der 
Quadrate der beiden Katheten AB und BC; gesucht wird die klei- 
nere Kathete BC, um das Dreieck zu construiren. 

Auflösung. (Fig. 16.) Es sei BC = x, so ist 

x^ = a^-iÄ» (l) 

Da nun AB^+x^ = a* und 

AB^—x^ g= 6* , so ist 
2AB^ = a2 + 62, folglich 

a^+b^ 
AB^ —. — — . Setzt man diesen 

Werth in die Gleichung (1), so erhält man 

'■="-(""2-)= 2 

2 



X'^ 



d. i. 0?' = — 7z ; folglich 



X 



Construction. Man beschreibe über Ffi = a einen Halb- 
kreis , mache die Sehne GH = b und ziehe FH. Man Mbire FH 



in jT, wniAte ip / i^ P^rpeji4ik?J /JT » /IT «öd »ehfi Alf, 80 
is| fly ,=p pGi. Diswi ©ä? ist 

^J^ =^ V(a'-*') und /JS: ^ IV(«'-*'), /öJgliQh . 

15. AafgMie« Ss sind xu}^t coneentrische Halbkreise ge- 
geben; man soll am dem Endpuncte des Durchmessers vom grös- 
seren Kreise eine Sehne dergestalt ziehen , dass dieselbe von dem 
innern Halbkreise M dr^' j^&idis Theile g^theik werde* 

Auflösung. (Fig. 17.) AEB, DGK seien die ftefden Halb- 
kreise, C deren MiUdpum;t. AFGE sei die gesuclile Linie, so 
dass AF ^ FG ^ GE. 

Man setze AB =^ d, AD =s= a, AF =s x, so ist der Halb- 
messer CD SS id-^a. INun ist nach einer bekannten Eigenschaft 
d^ &ekes: AK: AG ^^ AF.AD d.i. 

d ^- : 2a? = ar : a , folglich 
2»» =r n{d — ä), 
aj* = \a{d — a) und 

Construction. Aus diesem Resukate fdgt: 

\(d — ß):x ^ xiß. 

Man suche also zwischen AI = Kd—a) und iD = ^ /jlp^ 
mittlere Proportionale AH (wo in dem , Halbkreise AHI:AJ:AH 
«» ijy : iD). Diese Linie AH = a? oiache mau — AF und ziehe 
endücb durch A und f die Sehne AE, so ist AF = FG = GE. 

Die Aufgabe wird unmöglich, wenn DK > a« Es isi näm- 
lich DK = d — 2a; wäre nun DK = a, so wurde d = 3^; sein. 

Zusatz. Soll eine Sehne AE gezogen werden, so dass nur 
AF == GEy so lege man von A an den innern Halbkreis eine 

■ 

Tangente ADL und verlängere selbige bis Z, so ist AD = DL 
und dier Bogen LEB der geometrische Ort für alle Puncte £, ^o 
dass immer AF = GE ist. 

16. Aaiiiaiie» ilte« .(i^m Eekpuncte A eines gegebenen Qua- 
drates ABCD eine gßvade f4nie AF dergestalt nach der verlänger- 
ten Gegenseite CD zu ziehen , dass das ausserhalb liegende Stück 
EF einer gegebenen Linie b gleich sei. 

Auflösung. (Fig. 18.) Ist AF die gesuchte Linie, so fallo 

BerkhaUf Anleitung, 3 
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man auf die yerlangerte Seite AB das Perpendikel FG und erridite 
auf AF in F das Perpendikel Fff; dann sind die Dreiecke ABB, 
FGH uod AFG ähnlich. Da FG — CB =^ AB, so ist auch FE 
= AE. Nun sei AB = a, AB ^ FH ^ y, BH =: x, so ist 
AF =s, h^y und AH = AB+BH =: a+x. Man hat demnach 

iÄ : ilf = iF : iil, oder 
a : y = b+y:a+x, folglich 

1) a^+ax =r y^+by. 

Da ferner AH^ = AF^+FH\ oder 

2) aH2aa?+Jr2 -. 2y2+26y+6*, 

so erhält man nach 1 und 2 

a^'\'2aX'\'X^ as 2a^+2aj;-f ^^ und hieraus 
a?2 = o* + 6^, mithin 

Construction. Man verlängere die Quadratseite AD so 
weit, dass AM = 6 sei, so wird die Hypotenuse BM = V(^^+ 
AM^) = V(«* + 6^) = a?. Nimmt man daher auf der Verlänge- 
rung von AB das Stück BH = iM und beschreibt über dem 
Durchmesser AH den Halbkreis ÄFH, so schneidet derselbe die 
verlängerte Quadratseite DC in dem Puncte f , zu welchem AF 
gezogen, die verlangte Linie EF ^ b giebt. 

Bei folgender Aufgabe sieht man die Vielseitigkeit in der al- 
gebraischen Analysis. 

17. Aufgabe« Der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks 
r= p, und das Perpendikel (AD =s^ a) atis der Spitze des rech- 
ten Winkels auf die Hypotenuse, ist gegeben; man soll die Hy- 
potenuse (oder überhaupt das Dreieck) finden. 

1, Auflösung. (Fig. 19.) In dem bei A rechtwinkligen 
AABC sei die Hypotenuse BC = a?, so ist die Summe der bei- 
den Katheten = p—x; ferner sei AC — AB &= ^, so ist die 

grössere Seite AC = ^ — 5-i^ und die kleinere AB =s. ^ — :— — ^, 

Da nun BC^- = AB^+AC^ und 

BC.AD=^ AC . AB, so hat man 
, _ ip — x — y)^ (p—x+y y 
^ - 2 "*■ 2 

_ p^ — 2px+x^ — 2py+2a?y-f y' 
"" 4 



ax 
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p^—2px+x^+2py—2xy+y^ ^^^^ 

4x' = 2p^'-ipx+2x^+2y^ d.i. 
(A) a?* = |>* — 2px+y\ Ferner ist 

=(^=f±s)('=i=^) --i 

(B) 4ax = !>'— 2;>a?— y*+a;*. 
Addirt man die Gleichungen Ä und B, so erhält man : 
4ax as 2p' — 4px oder 

2ax s p' — 2px und mithin 
p' 
"*" ^ 2(a+p) ' 
Nach dieser Formel lässt sich nun x sowohl leicht herech- 
nen, als auch construiren ; denn man hat die Proportion: 

2(fl+p) :p = p:x. 
2. Auflösung. Der Umfang sei = p, die Höhe = a, die 
Hypotenuse = 07. Die Summe der Katheten lässt sich durch K+k 
und durch p — x bezeichnen. Diess führt zu folgender Gleichung: 

(jS:+*y^ = (p—x)^ oder 
K^+2Kk+k^ = p'— 2pa?+aj'. 
Da nun IP+k^ = x^, und Kk =s ax, so geht diese Glei- 
chung in folgende über: x^+2ax = p' — 2pa?+a?', oder: 

(2a + 2p) X = p\ Bfithin ist: 

X = Qf i derselbe Werth wie in der vorigen Auflösung. 

Construction. (Fig. 20.) An den Umfang GE setze man 
die Höhe EF ^=^ a gerade fort und beschreibe über der Summe 
GF den Halbkreis GHF, trage von F den Umfang GE = FE, als 
Sehne in den Kreis, zidie von H die lothrechte HB auf GF^ so 
ist BF die doppelte Hypotenuse. Halbirt man BF in C, so ist 
BC =: rD die gesuchte Hypotenuse, Macht man endlich BK = EF 
c=: a, beschreibt über BC einen Halbkreis und zieht KA fr ffF und 
verbindet £, Cmiti: so istilACdas gesuchte rechtwinklige Dreieck. 

Beweis. Es ist CJF: FIT = jFflrfÄ, d. i. 

pJ^a: p = p :FB (r= 2x) 

FB = -4— = 2a?. Daher 
p+a 

3* 



2(p+a) 
3. Auflösung. Matt sct3tö i{ÄC+ÄB) *st x 

. i{AC--ÄB) *s= y, 80 ist 
AC = a?+jf, A0 =» 4?— jr, also ÄC = p— 2a?. 
Man hat claher (a?+y)* + (a?— y)* = (p—2s)^, d.i. 
L »2+2^1/+^*+ J^* — aäfy+y» ±= ji*— ^4pa7+4ä;2. Da fenier: 
p — 2x:x+y = o? — y:a, folglich 



1«^ 



II. y* = a?'+2aa? — ap* so ist nach I. und IL 
ni. ip^ + ap » 2«a7 + SSpa7 =* 2(a+p)sß\ oiithin ist 

X = ^;^ / •. Folglich ist ^ ganze Summe der Katheten, 

4(a4-p) 

tifel- 2ä) = o '^- "*^^ ^^'^^^ ^*® Äypotönüse, odör p — 2a? 

«(<l"Tp 

= «_JP(£±M _ 2(a-fp)p:-p(p+2a) P^ r^^^^^ 

^ 2(a+p) ■" 2(a+p) 2(a+pJ- "'"^^^ 

ist derselbe Werth für die Hypotenuse wie oben. 

4. Auflösung. Es sei AB = z, AC ^ y, BD ^ u^ DC 
= r, so dass u + r =^ BC = x, so ist, da AABC ^ AABD 
^ A ADC und die Umfinge ähnlicher Dreiecke sich verhalten, wie 
jedes Paar ähnlich -liegender Seiten: 

(«-fa + w) :z = p:a? 
Cy4 r4-a):y = p:x 

p :x = p:x folglich 



I. / »8 11 I I > ♦! , </ 



(p+Ä + y + r + M+2a) : (a7+y+Ä) = p : a? d.i. 

2(p + ä) : p = p :<^ 

Mithin x = ttt- — r-. 

2('p 4 d) 

AAiherii. Vfiem i. Atiridsnng «mpfiehlt 6iefa*te*ch BeniUkiiig eioce ceotef^i- 
, sch^Q Lehrsatzes vor den übrigen durch ihre grdsseu^e EiDfaobheit. 

IH, '%iiif^nb^s Mine unhegrmi%H fftfade Liwii ^nd is^ei 
UUgM'han («aiif d^rselb^n Set(e) liegende Puf9Gte sfni gai/f^^n-i man 
%^U in der gtira^en Linie einen Punct ^vm der Me^huffmkiü fin- 
den, dass die YetbindUngMnitn d^süh^m mü iden btidmPuncten 
an der geraden £ini^ gkiohe Winkel hiUm, 

Auflösung. (Fig. 21.) Ä und B seien die beiden Puncte^ 
die Perpendikel AU -= c, ]&!> == 6 fliuf die gegebene Linie, so wie 
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deren Abstand gD ss a mi gefeben. E« sei nun CD «s x, bo 
ist (7£ = a — o;, folglich ist, wegen der gleichen Winkel bei C, 
AACM ^ £^BCD und man hal daher folgende Proportion: 

b : i: == 05 : a — a?, oder 
6+c i a ^ i : X. Derius folgt: 

ab 

^ = T+7- 

Construction. Man yeriängere das Perpendikel BD nach 
F, mache BD = DF und ziehe iF; dann ist der Durchschnitts- 
pnnct C d«r gesuchte. 

19. Aufgabe. In der geraden Linie DE zwischen zwei 
Thermen DA nnd SB denjenigen Punct F zu finden, toelcher von 
den Spitzen der Thürme A und B gleich weit entfernt ist. 

Auflösung. (Fig. 22.) Es sei DA =: a, SB = 6 und DE 
«SS f. Man setze DF ^ x, AF ^ BF = y, so Ist FS = c — x. 

In den rechtwinkligen Dreiecken ADF, BEF hat man pun; 
a»+a?2 = y2 und (c— ^)»+6^ =^ y^ folglich 
a^-f j:* SS c* — 2ca?+,a?'+6* und nach gehöriger Reduction: 

c^+h^ — a^ 



X Ä 



2c 



Andere Auflösung. Da die Linie AB bekannt ist, so 
sei sie = d; auf dieser heisse der Abschnitt ifi = u, in dessen 
Endpuncte G ein Perpendikel GF errichtet auf DE den gesuchten 
Punct F trifft und GJP = s, io ist GB = d — u. Demnach ent- 
steht die Gleichung m^ + ä» «= y» = (ej_ti)2+Ä*, folglich 

«• x= (P — 2dtt+i4^ 
Daher u ^ \d, 

Construction. Man xiebe AB^ halbire dieselbe in G und 
errichte in G auf AB das Perpendikel GF bis zum Durchschnitte 
mit J^E. Man sieht bieraui», wie einfach zuweilen eine Formel, 

c- -f 6" a^ 

9fie die ans der ersten Auflösung entsprungeiie ^ sich 

construiren lässt. 

20. 4^«if«^lN^. f I» rechtwinklig eß Dreitch m ^onstr%iren» 
von welchem die ffypat^rmse ^ a und di^ Differ^z heider Ka- 
theten "= 6 gegeben ist, 

Auflösung. (Fig. 23«) £s s^i ABC das gesuchte Dreieck, 
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die halbe Summe der Kaibeten = x 

„ „ Differenz „ ,, = rf 



80 ist die grössere Kathete . . . = x+d und 
die kleinere „ . . . = x — d. 
Es ist also . (a?+d)^+(a7 — d)* = a*, oder 

x^+2dx+d^+x^—2dx+d^ = a», d.i. 
2a;* = a^ — d^, folglich 



'=/("^) 



Construction. Da der Werth von x sich leicht in die 
Form verwandeln läset: v^K<*+^)(ö — <0 
so hat man nur nöthig, zwischen der halben Summe Üai-d) und 
der Differenz a — d die mittlere Proportionale zu suchen. 

21. Aufgabe« In der einen Kathete AB ^ a eines recht- 
winkligen Dreiecks ABC, dessen andere Kathete AC = h ist, einen 
Punct D von der Beschaffenheit zu finden, dass ein in demselben 
auf AB errichtetes Perpendikel DE die mittlere Proportionale zwi- 
schen den beiden Abschnitten AD und DB sei. 

Auflösung. (Fig. 24.) Es sei BD = a?, so ist] AD = 
a — X. Daher hat man 

a:b == x: DE l^ -^1 und 



(=-^) 



bx bx , 

a — 0? : — = : x, also 



ax — X* = 



a 
b^ 



a^x—a^x^ = b^x\ folglich 
(a*-l-62)aj2 = a^x, oder 

(a' + 6*;a? = o*, mithin 

.3 



X = 



a* 



Die Construction dieses Ausdruckes ist oben §. 13. 3. gegel>en. 

2. Auflösung. (Fig. 25.) Es sei AB — 2a, M die Mitte 

von AB, D der gesuchte Punct und DE das Perpendikel auf AB. 

Man setze MD =s x, DE = y, so ist AB = a + x und AD = 

a— *; endlich ziehe man ME, Nun ist AD:DE = DE:DB, d.i. 

a — x\y = y:a4-a?. Daraus folgt: 
y2 = «2 — 2?*^ Q^jer 
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Hterans ergiebt sich sogleich die einfache 
Construction: Man beschreibe mit der halben Seite AB 
aus deren Mitte M einen Kreisbogen , welcher die Hypotenuse CB 
in E durchschneide und ßlle aus E auf AB das Perpendikel BD, 
Zugleich ersieht man daraus , dass die Aufgabe von der Grösse der 
Seite AC = b unabhängig ist. 

22. Aafgabe/ Es isi eine begrenzte gerade Linie AB ge- 
jgebeUj welche in C beliebig getheilt ist; man verlangt diese Linie 
so weit nach P zu verlängern, dass das Quadrat von CP dem 
unter den Linien AP und BP enthaltenen Rechtecke gleich sei. 

Auflösung. (Fig. 26.) Es sei AB — a, CB = 6, BP = 
Xy SO ist nach der Bedingung der Aufgabe: 

APXBP == CP^, oder 
(a-\'X)a = (6+*)', d.i. 
ax+x^ = 6*-|.26a?+a?2, folglich 
ax — 26a; = 6', woraus sich ergiebt: 

a — 26 
Construction. Hier ist BP oder x die dritte Proportio- 
nale zu a — 26 und 6. Um sie bequem zu erhalten, mache man 
CD = 6, so hat man AD = a — 26. Durch C und B ziehe man 
nun Parallelen EL, BH, wo EL = AD und BH = CB und ziehe 
durch H mit LB die Parallele HP, welche auf der Verlängerung 
von AB den gesuchten Werth BP = x darstellt. Denn da 

A LCB «V A HBP, so hat man : 
CLiCB =^ HB: BP, oder 

a_26: 6 = 6 : -^ = o;. 

Zusatz« So lange 26<'a oder b<^^a ist, wird x posi- 
tive Werthe haben und der Punct P fallt jenseits B, Ist aber 26 

= a oder 6 = ^a, so wird a; = — = cx), und in diesem Falle 

li^gt der Punct P unendlich weit von B entfernt. Wenn endlich 
26 ^a, oder b^^a, so erhält x einen negativen Werth und der 
Punct P fallt auf die entgegengesetzte Seite von B. 

28. Aufgabe. Es ist ein Quadrat ABCD gegeben; man 
soll durch Abstumpfung der Ecken daraus ein reguläres Achteck 
herstellen. 

Au f 1 ö s u n g. (Fig. 27.) Sei EFGHlKLM das gesuchte Achteck, 
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und die Seite AB des Quadrates sei a a. Nun ist kbr, dass 
WeoB EF z=: FG ^s= EM u. s. w. sein soll , die Dreiecke AEM^ 
FBG u. 8. w. an den Ecken gleichschenklig sein mässeo. Setzt 
man daher AF == x^ so ist FB = AE ^ a— » und folglich 
EF ^ FG ^ 2x—a. Im AfiFfi ist nun 

FC2 = 2BF^, oder 
(2a;— a)2 = 2{a—%f d.i. 
4a;2— 4aaj+a^ = 2a^ — 4aa5+2a?^ 
also 0?^ = 4^'« mithin 

o; = /'4a^ 

Gonstruction. Man ziehe die Diagonalen AC, BD, welche 
sich in schneiden, so ist AO^-\-OB^ oder 2iO* = AB^ d. i. 
AO = %/^7a' = X. Beschreibt man demnach mit der halben 
Diagonale aus den 4 Eckpuncten des Quadrats als Hittelpuncten 
Kreisbogen LOF, EOH etc. und verbindet die Durchsdinittspuncte 
F, G, H, I etc., so erhält man das verlangte reguläre Achteck. 

Zusatz. Aus der Algebra ist bekannt, dass, sobald eine 
gesuchte Grösse aus einer unreinen quadratischen Gleichung her- 
vorgeht, sie zwei verschiedene Werthe habe, welche entweder 
beide positiv, oder beide negativ sind, oder von denen der eine 
positiv, der andere negativ ist, oder beide sind unmöglich» 

Welcher von diesen Werthen der Aufgabe Genüge leiste, hat 
der construirende Geometer aus den Umständen der Aufgabe zu 
entscheiden; oft haben beide Wurzeln der Gleichung gleichberech- 
tigte Bedeutung und geben daher zwei verschiedene Auflösungen, 
oder weisen darauf hin, dass die Aufgabe zweideutig war. 

Ist dagegen die gesuchte Grösse — • wie in der vorstehenden 
Aufgabe — aui einer reinen quadratis'chen Gleithung entstanden, 
bat sie also zwei, der Grösse nach gleiche, dem Zeichen nach 
entgegengesetzte Werthe, so wird der Geometer den negativen 
Werth in einer der ursprünglith angenommenen Richtung entge- 
gengesetzten Lage darzustellen haben. — Bei dem in unserer 
Aufgabe gefundenen Doppelwerthe für <to, fiittlich ^Ty^f^s, igt 
^ig^nttkh nur der positive +^-1^^ zulässig, weil ib dem Qua* 
drate, durch ein Abschneiden seiner Ecken, db^ Achteek tbti*- 
struirt werden sollte. Gleichwohl hat auch der negative Werth 
*— v^^a^ reelle Bedeutung. 

Trägt man nämlich auf die verlängerten Quadratseiten die 
fir tc gefundene Linie AO, also nach entgqgenge^etzlen Aichtun- 
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gen Alf, 60 erhUt mm mk zwoCel i«i8M«8 Achteck NPQRSTÜV. 
Daadelbe würde man finden, wenn die Aolgabe veriangle ,,die Sei- 
ten eines Quadrates so weit gleichmässig au TeriängerB, dass die 
Verbindungslinien der Eddpancie dieser VerlängemngeQ ein regu- 
läres Achteck luwege bringen.'' 

Bei allen fetgettden Aurgaben beachte man demnach wohl die 
Coeiiatent der Werthe tat die gesuchten Grtesen. 

S4. Amfkabe» E$ üt ein Quaircnt AGB g%gAen; man 
$M einen Kreie ieeckreiben, welcher die Schenkd und den Kreier 
Sogen berührt. 

1. Anflöattiig. (Fig. 280 Es i^i einkuchtend, dass dei* 
Mitlelpudct dee gesuchten Kreises in der Halbirungslinie CD des 
rechten Winkels AGB liegen müsse. Denkt man steh nun den ge- 
suchten Kreis gefunden, so dass E sein Blittelpunct ist, so wird 
MD sein Halbmeaier sein; flitt man ferner aus B die Perpendikel 
f/, BH auf die Schenkel CBy CA, so sind diese gleich gross und 
CHEI ist ein Quadrat. Gegeben ist der Radius des Quadranten 
CA^!^ CB ^ r. Man sets» nun den gesuchten Halbmesser ED 
^Kh BI ^ X, so ist CB « r^^x^ mithin hat man im recht* 
winkligen Dreiecke CBl folgende Gleichung : 

(r^xf 5*= ä'+jp*, oder 
r*^2ra+4?* ä: 2«»*. Geordnet: 

ar*+Brx e« r*, folgliA 
ar»+2rr0-fr* ** äf*, daher 

«+r = V^2r*, mithin 

Constructioik Man siehe die Sehne AB und trage die- 
selbe Ton B nach F; dann ist Cf ^ x. Denn es ist offenbar 

AB^ « i4<7« + CÄ» ^ ar«, folglich 
AB ^ /'2r2 «« BF. 

Zieht maa mm davon ab BC =< r, so bleibt FC «• /*{3r^) 
'*>*r ^* <Du Bescbi*eüst man ^emnsch um C mit der Weite Cf 
einen Halbkreis FEI, so besüimnen die DUNiischnitle in H uM 
I die Berv&rtraigspuncie in 4en Schenkeln, und nimmt man DB 
«s CF, so ikt J der gMuohte MiUeipunot« 

Sottte die Aufgtibe ausdruoUioh verlangen, ^n Berühtufigs^ 
kreis nur innerhalb des gegebenen Quadranten su beschreiben, 
M» lalre hier eili Fall, ^o nftr Aer positive Werth jder Wund 
tt[.=r +/*(ar' -N.r ig elten Uminte. 
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Da es aber hier auf Berührung der Schenkel und des Kreis- 
bogens überhaupt ankommt, so giebt es noch einen zweiten Kreis, 
Welcher der Aufgabe Genfige leistet. 

Der Halbmesser dieses zweiten Kreises ist 

= — r--/"2r^ oder « —(r+/'2r^). 

Um diesen Wcrth richtig zu deuten und bei der Figur auf- 
zutragen, bedenke man, dass der vorhin 3= x gesetzte Halbmesser 
auf der Halbiruhgslinie des Winkels von D nach E abzuschneiden 
war, dass also diese Richtung — als die ursprüngliche, folglich 
auch als positiv zu betrachten war, dass folglich ein negativer 
Werth von x auf der verlängerten Halbiruugsiinie CD entgegen- 
gesetzt der vorigen, von D nach E* abzutragen sein wird. Tragt 
man daher die Sehne BÄ von B nach P auf den verlängerten 
Schenkel CB, so ist C/' = CB+BI' = r+/"2r^ = — a?. 

Macht man demnach DE' = CI', so ist F der Mittelpunct 
des zweiten Berübrungskreises und es ist dessen Halbmesser Dff 

= Er. 

Ändere Auflösung. Man setze CS = jt, so ist ED = 
r — X der Halbmesser des gesuchten Kreises = EL Es ist da- 
her im rechtwinkligen Dreiecke CEI folgende Gleichung: 

CP = EP+CI^ d.i. 
dT* = (r — a?)*+(r — a?)* oder 
x^ = 2(r— a?)^ Entwickelt: 
aj2 -CS 2r^ — 4ra?+2a?*, geordnet 
x* — 4ra? = -— 2r*, folglich 
0?^— 4ra7+4r* = 2r*, daher 

X — 2r = ^2r und mithin : 
X = 2r+'/'2r*. 
Construction. Um (7 beschreibe man mit dem Halbmes- 
ser CB den Halbkreis BAG, mache BF ^ BA « Bf. Trägt 
man alsdann FG von C nach J?, und GF von C nach f, so sind 
E und E' die Mittelpuncte der gesuchten Kreise» Denn es ist of- 
fenbar: ,CE=FG = BG^BF = 2r— /'2r* = x 
und CE' ^ Bß+Ä/' = 2CB+AB ^ 2r+/'2r» » x. 

Zusatz. In einigen Beispielsammlungen für die< geometri- 
sche Analysis findet man auch folgende Construction : Um in einen 
gegebenen Quadranten AGB einen Berührungskreis zu beschrei- 
ben, halbire man den rechten Winkel ACE durch CS, ziehe DB 
und beschreibe um D mit der Sehne DB einen Kreisbc^en BI, 



— 48 — 

welcher den Radius CB in einem Puncte / schneidet, woselbst 
das auf CB errichtete Loth IE in E den Mittelpunct giebt. (Er- 
weitert muss dieser Bogen auch durch H gehen.) 

Wie lässt sich dieses aus voriger Construction durch Rech- 
nung herleiten? 



Die Sectio aurea. 

85. Aufgabe. Eine gegebene gerade Linie AB in einem 
Pimcte C so zu sehneiden, dass 

AB.AC = AC'.CB. 

1. Auflösung. (Fig. 29.) Es sei AB « a, AM ^ MB 
=r |a und MC = x, so ist AC =s ia+x und CB zs j« — x, 
folglich hat man nach der Bedingung: 

<h:ia+x = ia+xi^a-^Xj folglich 
(ia+x)^ Ä aiia—x), d.i. 
{a^ + ax-\-x^ = 4«* — fl^» oder 
a;* + 2aa?+a* « |a'. Daher 
x+a ^s |^5a* und 

Construction. Man verlängere AB um sich selbst nach 
Dy errichte auf AD das Perpendikel DB = a, ziehe AE und hal- 
bire AE in f*; ferner mache man AG = ÄF, so ist fiff =: x. 
Denn es ist iif* = ifl*+Dif* = 4a2 + a2 = Sa«, folglich il^ 
= /"Sa«, also AF » |/*5a2 = 4«?. Mithin ist AG— AB = 
4v^5a2 — a = rc. Nimmt man endlich AM = ^a und macht 
MC = Xy so i&i C der gesuchte PuncL 

Der zweite Werth von a?, nämlich — a — 4/*5ä«, kann zwar 
keinen Punct C in der Linie AB bestimmen, sondern gehört einer 
anderen verwandten Aufgabe an. 

.2. Auflösung. (Fig. 30.) Es sei wieder 
4ä = a; man setze ÄC = a?, so ist CB = a—*x, folglich 

ä:x ^ x: a — x. 
Daraus folgt: x^ + ax ^ a^. 



x^ + ax+ --=- = — r~; daher 



aj+— ss./-^j— . Mithin ist 



4 



— 44 — 



X = — Ir +./ —£- der eine Werth 



und X -= — -^ , / — j- der andere. 



Der erste positive Werth in obige Proportion fftr x sid>stl* 
tuirt, giebt: 

-(-fV^)=(-iVTH-(-iV^l) 

Der tweite Werth ftr x gesetot, giAbt:. 

-(-|V^')=(-|-/^)^ («-(-l-y/^D- 

Beide Proportionen siin! richtig und entsprechen der Be- 
dingung der Aufgabe. Nnn ist der erste Werth von x<^. Denn 



da . n/ — — < -^ , so ist auch 



y-4 j<——^ d.i.<a. 



2 2 
5a' 



5^1 

Madit man femer AÜ' 3= — -^ — ,/ -^, »0 ist wiedar 



-j— genommen, so ist als- 
dann AB:AC SB AC: CB. 

AB:AÜ = AOiCB und so Itet dieser 2te Weith für a? die 
Aufgabe: Eine gegebene gerade Linie AB «0 ^eit zu verKnjgem, 
dass die Verlängerung oder das angesetzte Stück xlie mittlere Pro- 
^^ortfonale zwischen der geg€9>enen Linie AB und der Bumme die^ 
ser Linie und dem angesetzten Stücke kt. 

Der erste Werth von x wird leicht folgendermassen con- 
struirt: Man errichte auf AB ein Perpendikel BD = |a^ ziehe 
AD und beschreibe um D mit BD einen Kreis. Alsdann trage 
man den äusseren Theil AS von A nach (7, so ist C der gesuchte 

Punct. Denn es ist AD =r /"(a^ + Ja») = m/^ , folglich AB 
— ^a = X = AC. Diese Construction findet man ge- 
wöhnlich in den Lehrbüchern der Geometrie. 

26. Aafffabe* Von einem reehtwinkligen Dreiecke ABC 
sind die Unterschiede zwischen dtr Hyfotenuse und jeder Kathete 
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ffiS^im, AC^ÄM rs i und AC-^BC aa a; mn «oK 4i« Seikn 

finden» 

1. Auflösung. (Fig. 31«) Es sei die Kathete BC ■■ a?, so 
ist die Hyp4teii«a6 jU7 «s «+a «nd die aaiem Kattete ui0*= 
x+a — b. 

Man hat abo folgende Gleidliing: 

(t?+iÖ* « {»+(«—*)]'+»* d.i. 
a?>+2aa?+o* = j?>+2»(a— 6)+(a — ft)>+a?* 

-= a?«+2iMP— 26a?+(a — 5)« + «* 
a?' — 25a? = d^^(a — 6)*, daher 
a?>— 26a?+6» = a^-^{a — b)^+b^ = 2aJ 
folglich x-^b =5 ^^2a6 und 

X «B -f i«f/'2a6. Denmach iet 
AB ^ a?+a-^& ^ a4-/*2a6, welcher Ausdruck si(4i leicht 
construireu lässt. 

2. Auflösung. (Fig. 32.) Wenn AD -AB, CE - CB 
und AC—AB =i DB ^ b, so wie AC—BC = AE = a, so sei 
DE ^ X. Dann ist AB = x+a und BC s=s x-i-b. Polglich er- 
hält man die Gleichung: 

(aj + a)»4(a?+5)* = (a+a?4-fc)* d.i. 

aj^+2aa;+a^+a?*+26a?+6* = a^-|-a?H6' + 2fljr+25a:+'2ö8 

redudrt: x^ =^ 2a6 

und X Ä v^2a6. 

An merk. Viele Anrgaben, welche auf eine unreine quadratische Gleichung 
f&bren, lassen sich durcli eine reine quadralische Gleichung auflösen, wenn 
man dabei den Ansatz mit ^enulznng gehöriger Hülfslinien macht. Auch ist 
es nicht immer zweckmissig , geradezu das Gesuchte mit a •» t» w. zu be- 
atiohn^ni wie bei Nr. 24. 

2t. Atffgate. Von ttnem rechtwinkligen Dreiecke AMC 
tihi g^giitn die Swnmen der Hypotenuse wnd jeder Ki&Aete^ AS 
j^AC i^ n, AB-^CB ^ b; man 80Ü das Dreieck finden. 

Auflösung. (Fig. 33.) Man verlängere die Hypotenuse AB 
aadi beiden Seiteo , mfame AF «s ACp BG ^ BC nai setze FG 
s= 0?» 4M ist AC sc at-^b^ CB s= st-^a und AB erscheint ^ls 
aegali?e Differeux, nämlich FG^-FB — AG d. i. AB — 2 AB — 
— ABi9 -^dw -*-(«?— Ä—J), oder — ^ + a+4. Einfacher folgt 
aber AB = FB—AC = a—{x—b) d.i, ß-x + b. 

« 

Es ist also im AABC: 

(— a;+a+^)* ;= (ä— 6)*+(a!~a}*^ oder 



d. i. x^ = 2ab , also 

X = v^2ai. 
* Demnach ist iC s AF stz x — & s= ^2a6-**t uod 

CB ^ BG — x—a =r /*2ab—a. 
Diese Werthe können leicht conslmiri werden. 

Ad merk. Diese Aufgabe ist, wie man sogleich sieht, das Gegenstück zo der 
vorigen. 

Wie bei der geometrischen Analysis einzelne timppen von Aufgaben sich 
Termitlelst der Analogie lösen lassen, ebenso ist dieses auch bei der Anwen* 
dong der Algebra statthaft. Die n&cbste Veranlassung dazu bietet die Aufgabe 
dadurch, dass man irgend eine ihrer Bedingungen ^ oder auch alle — um- 
kehrt. 

Sollte man 2. B. aus der Summe der Kathelen und der Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks die Seiten desselben finden, so steht dieser Aufgabe 
sogleich die andere gegenüber: aas der Differenz der Katheten und der Hy- 
potenuse das Dreieck zu finden. 

28. Aofgabe« Aus demjenigen Theile der Diagonale eines 
Quadrates, um welchen sie die Seite desselben Übertrifft, die letz- 
tere zu finden, 

Auflösung. (Fig. 34.) Es sei ADBF das gesuchte Quadrat, 
AB dessen Diagonale und AB— AD = a. Ist nun die Seile AD 
= X, also die Diagonale = x-^a^ so hat man: 

(a? + a)* = 2a7^ folglich 
a?' — 2ax = a*, daher 
x^ — 2ax+a^ = 2a' und 
x — a = /'2a* 
mithin x — a+/'2a\ 

Construction. Man ziehe eine unbestimmte Linie i£, 
mache AB =: a und erriclite BC =^ a senkrecht auf AB. Ver- 
bindet man nun A mit C und verlängert AC nach D, so dass CD 
= a, so ist AD die Seite des gesuchten Quadrates, welches über 
AD zu errichten ist. 

29. Aafgabe* Von einem Quadrate ist gegeben: die Summe 
d er Diagonale und der Seite; man soU dits Quadrat finden. 

Auflösung. (Fig. 35.) Wenn diese Summe == a und die 
Seite des gesuchten Quadrates = o?, so ist die Diagonale =: 
a — Xj folglich hat man: 

(g— a?)' == 2a?' d.i. . 
a»— 2aa?+a?' = 2x', oder 



• ~ 47 — 
x^ -|- lax =s a^. Daraus folgt : 

Constructioo. Es sei AB die gegebene Summe = a; 
man errichte auf ihr in £ ein Loth BC = iiA und ziehe iC, so 
ist iiC = ^2a^. Man trage ferner CB ^on C nadi D, so ist 
AD = AC—CD == /'2a* — a = a?. Endlich mache man BE = 
ilD und ziehe D£, so ist AADE das halbe Quadrat, welches 
sofort zum ganzen ADEF leicht vollendet werden kann* 

An merk. Die beid«a letztea Aufgabea köanen auch leicht auf Nr. 26. u. 27, 
zurückgeführt werden, wodurch man reine quadratische Gleichungen erhalten 
wärde. 

SO. AufgAbe« Eine gegebene gerade Linie AB =^ a in C 
80 XU schneiden, dass AC^ + CB^ = 6* sei. 

1. Auflösung. (Fig. 36.) Wenn D die Mitte von ABy MN 
die gegebene Linie 6 ist, so sei DC^x. Dann ist AC ==: ia — x 
und CB = ia+X] daher ist nach der Bedingung 

1 — aai?+a;*+--r-+aa?+a?* = 6' d.i. 

2a* 
2a?2+-^ = b^, also 

Construction. Man mache das Loth BF auf AB = a, 
ziehe AF und beschreibe mit der Weite b aus £ den Kreisbogen 
EG 9 so ist, wenn man EC senkrecht auf AB zieht, C der ge- 
suchte Punct. 

Denn ABzBF ^ AC: CE (da CE i+ fijF). 

Da aber AB = BF, so ist auch AC ^ CE, folglich 

EC^+CB^ = i?iB^ = 6» 
d.i. AC'+CB^ = b^ 

Hier finden zwei Auflösungen statt, oder auch nur eine, je 
nachdem der mit b beschriebene Kreisbogen die ilF schneidet oder 
nur berührt. Die Aufgabe wird endlich unmöglich , wenn der um 
B mit b beschriebene Kreis die AF gar nicht tiifft und dieses ist 
der Fall, sobald \a^>ib^ oder a*>26* ist, indem alsdann un- 
ter dem Wurzelzeichen in dem Werthe von x etwas Negatives 
entsteht. 

2. Auflösung. (Fig. 37.) Man setze 

AC = o;, so ist CB = a-^x, folglich 
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a?* + a*-^2aa?+aj' = 6*, oder 

2x^—2(w =« **— a*, dlio 

daher • 4j;»>^4iia?-fa> g= 2t^~#> 

Constructioa. Mail Mtse 2i« » s^^> .(w»4aMii:y » 
y ! 2A) und suche daher zu b iiftd 26 die mittlere Proportioiiale. 
Zu diesem Ende nehme man ÄC=b, AB == 2b, beschreibe fiber 
AB einen Halbkreis^ errichte in C das Perpendikel CE und ziehe 
ÄE = y. Dann nehme man 4& = a, errichte in 5 das Per- 
pendikel DF und beschreibe um A mit y einen Kreisbogen^ wel- 
cher das Perpendikel in F schneidet, so ist 9p = ^^(26* — a'), 
dessen Hälfte DG = 4/'(2A/* — a'). Folglich x = |aq:r Dg. 

äl. Autifm^e. An dem einen Ende B des Durchmessers 
eines gegebenen Kreises ist eine Tangent^ BG jßezo^n; von dem 
andern Endpuncte A desselben eine Secante AC so mi ziehen, dass 
das zwischen dem Kreise ^nd der Tangente 4tkthaltme Stück CD 
eine gegebene Länge habe. 

Auflösung. (Fig. 98.) Sei der Durchmesser AB = d, das 
Stück CD = a, AD = (b, so isi 9C^ == CAx CD d.i. 

«= a(a+;c) == (a+;i?)2'— (P, folgü^^ln 
a'-i-ax ca a^ + 'iffx^x^-^d^, od^r 
x^ + aa? = d\ Hieraus Wg/ißH ämA 
X = —U+iTid^^^a^). 

Constructjos. Auf di9 Timgeiite MC tragn n^i» PE = 
ja, ziehe AE und s:chneifle von dieser Spante 4f da3 Sldi^k £F 
= JKÄ = 4a ab, dann jet der Real AF = ilJS — JSf = 
t/*(rf-+|a2) — ifl =r ^. Um 4 beschreibe man mit AF einen 

Kreisbogen FD, wekt^er deo Kneis in D scliiieide und «iabß AD, 
%o giebt die Verlän^rung diesc^r Sdune <jU« v^rteqgt^ jSe^fit^., j^ 
<}ap)S Ci> ^ a ist 

ät AjnlfiOie. Eß ist ein Qmir4^t ASCR, dme» Seilß ^ 
a ist, gt^eben; man soll in dasselbe 4nn gkickmUm^ X^mmA 
j^eichnen^f so ia^s eine E^Jc4 dmeJ^ in diß fMc» D 4fiß Qm4ra(ü, 
vnd die beiden anderen Ecken in die Seiten AB und BC ffutkUt 

Auflösung. (Fig,39.) Sei DjlF 499 gßwchte iDrftieek, so 
ist nur nöthig die Entfernung des ^n^s ;^ vpn der £cke A oder 
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B zu bestimmeo. ^ sei daher ÄE ^ x^ so folgt aus der Con- 
gruenz der Dreiecke DÄE, DCF^ dass auch CF = x sei. Es 
ist also DE = DF m^ FE — /*(a*+a?*), folgUch, weU BE = 
BF s^ a — o;, so hat man im rechtwinkligen Dreiecke BEF: 

?(JPJB)* =» jBF d. i. 
2(a—x)^ « [/*(«*■+ a?'*)P, oder 
2a^—iax+2x^ = a^+x\ Folglich 
aj2 — ^Qx «8 — a*, daher 
rc* — 4ax+4a' = Sa* und 

X — 2a =/^3a*, mithin 
X = 2a~/*3a*. 
In Betreff des 4^^^3a' sieht man leicht, dass nur das Zei- 
chen ( — ) der Aufgabe entsprechen kann, weil x<^ a sein muss. 
Daher ist hier x a» 2a — v'^Sa^, oder 2a — ^{^a)* — a^. 
Construction. Man yerlängere die Grundlinie des Qua- 
drates AB nach G und mache BG = AB. Ueber AG beschreibe 
man einen Halbkreis ACG und trage darin von A aus die Qua- 
dratseite als Sehne nach H. Nun ziehe man HG, so ist im recht- 
winkhgen AAGH: GH^ = AG^ — AH^ d.i. 

= ( 2a)^— a*, a lso 
GH ^ 4i2ay — (fi. 
Trägt man endlich GH von G nach E, so ist B der ge- 
suchte Punct, in den die zweite E cke des Dre iecks föllt und daher 

AE^ 2a — V(2a)'— «^ 
woraus sich das verlangte A nun einzeichnen^ lässt. 

33. Aofsabe. Es ist eine gerade Linie AB =i a gegeben; 
man soll dieselbe in C so schneiden, dass das unter den beiden Ab- 
schnitten enthaltene Bechteck ACx CB einem gegebenen Quadrate 
(6*) fileich sei. 

Auflösung. (Fig. 40.) Man setze AC = x, so ist QB sc 
a — X, folglich hat man xia — x) = 6^, oder 

flx — x^ =^ b^. Daraus folgt: 

Construction. Heber AD = ^AB beschreibe man den 
Halbkreis AED und trage d ie Sehne A E = b in denselben. Zieht 

man ED, sp ist DE ^ /l iL ^ \ ; epdiich mache man jP<7 

« DE = 9Fy so isl 

B$rhhan, Anleitung. 4 
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Wird 6 > -ö", 80 ist die Aufgabe unmöglich, hi b = -^, 

so erhält man das grösste Quadrat. 

Andere Auflösung. D sei die Mitte von AB^ man setze 
DC = X, so ist ÄC = ia + x und CB «= 4« — x. Folglich 
hat man die Gleichung: (4a+a?)(l« — a?) = &*; daher 

{a* — a?* = 6*, also 

mithin a; = v^d«^ — ft^)- 
Durch diesen Ansatz ist man zu einer reinen quadratischen 
Gleichung gelangt. 

Dm X zu construiren, braucht man nur über AD , wie vor- 
hin, einen Halbkreis zu beschreiben und die Sehne AE = 6 ein- 
zutragen, alsdann DE = DC oder = DF zu machen, so ist x = 

34. .%afgal>(>. Gegeben sind zwei Quadrate a^ und b^; man 
soü das kleinere b^ in ein Rechteck verwandeln, welches den Um- 
fang von d^ hat. 

Auflösung. (Fig. 41.) Es sei von dem gesuchten Recht- 
ecke die i Länge + 4 Breite = x 

4 Länge — 4 Breite = y, 
so ist die Länge = x-\-y und die 

Breite = x—y. Daher ist der halbe 
Umfang = 2x, also der ganze = ix. 

Da nun dieser = 4a, so ist x = a. Nun ist die Länge 
des Rechtecks = a+y und dessen Breite = a — y, folglich der 
Inlialt = (a+y)(ö— y) = 6^ d.i. 

a^—y^ = b\ daher 
y = /"(a^-ft*). 
Demnach ist die Länge = a f f/^(a' — 6*) 
• und die Breite = a — /"(a* — 6*). 
Construction. ABDC sei das grössere Quadrat = a\ 
EFHG » b^. Man yerJängere die Grundlinie GH nach beiden 
Seiten, beschreibe um jF mit a einen Bogen, welcher HG in / 
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durchschoeide , so ist HI = ^/^(a* — 6'). Beschreibt man um / 
mit IF '^ a den Bogen FK, so ist HK - IK — IH = a — 
V(a' — b^) = x—*g. Man verlängere FH nach L und mache HL 
= HK. Endlich mache man IN =: a und vollende das Rechteck 
NHLM, Virelches das gesuchte ist. 

* An merk. Hier konnte man auch gleich die L&nge des gesuchten Rechtecks 
:=: a-\-x setzen, dann ist die Breite = a — s und ist also der Umbng die- 
ses Rechtecks = 4a v. s. w. 

Setzt man dagegen die LAnge = «, so muss die Breite = 2a— d? sein, 
wodurch man die Gieichaog 2as — «* := 6^ erhAlt a. a. w. 

35. AofgAbe« Von einem Dreiecke ABC ist gegeben die 
Summe der Seiten AC+BC = a, die Höhe CD =ih, die Grund" 
linie AB = g. Man soll daraus das Dreieck construiren, 

Auflösung. (Fig. 42.) Man setze AC = (c, AD =s y^ go 
ist £(7 = a — x und BD = g — y. Dann hat man die Glei- 
chungen: 1) y2 =s ÄD* — Ä* 

2) (g — yY^ (a— flj)«— Ä», folglich ist 

3) y = V(a?*— Ä*), und (2^ entwickelt: 

4) g'^ — 2gy^y^ = a^—2aX'^x'^ — h\ 
Setzt man in (4) den Werth von y » so erhält man 

ff*— ZffCVCa?^— A')J+a?* — A* •= a'^—2ax+x^—h\ 
folglich 2ax = a^ — g^+2g^{x^ — A*), ferner 

2fla?— (fl* — j2) -= 2gyl(x^—h'), quadrirt: 
4aV— 4a(a2— ^*)a?+(a*— ff2)* = 4gHx^—h^) 

» 4^^a?^ — 4^^A^ 

4(a*— tf*)aj»— 4a(a»— j2)a? = —ia^—g^—^^^ 

x^--aX'\ — T- Ä ^ . =r — « » viroraus 

.4 4 c^— j* 

a _ ö / fl* — a>— 4A» ^^ ^ ^ , 

X = cr+ fti/ » — 5 . Ebenso findet man 

2 2 y a* — g^ 

,, = iLx-1 /a'-ff^-4A» 
^ 2 "^ 2y a*— / 

Construction. (Fig. 43.) Auf den Schenkeln eines rech- 
ten Winkels BAC mache man AB = g, BC ^ a^ so ist iC = 
V(ö* — ff^); ferner AD = 2A u nd schneide mit AC von D aus in 
E ein, so ist AB = V(«' — ff* — ***)• Man mache iif = 4ffi 
ziehe FC und von E aus £fftt, so ist AC:AE== AFiAG, d.h. 

4* 
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^{ä^—g^)i^{d^ — 9^ — ih^ = y:AG, folglich ist Ä6 t- 

/ a^ — gi — 4A2 
fi^t/ ^i_ ' 2 **^ A Halbirt man apn ÄC in H und 

trägt iß auf beiden Seiten ab, so ist Bl =i -|-— /, SJC ä -^ 

+/ = X. Diess sind die beiden Linien , die zusammen = a sind ; 

dWiö eü ist ÄJT+Ä/ ifc CI+BI '±a BC, —-^f^ A ^ ^ — «. 

Ist nun AL =s h und ziebt man Ton £ eine Linie {\AB, schnei- 
det mit BI und BK in diese ein, so findet man M und N^ die 
Spitzen der verlaagten Dreiecke BAN und BAM. Zwei Dreiecke 
finden sich aber wegen der quadratischen Gleichung ; indessen sind 
beide congruent. 

Andere Auflösung. Es sei die Differenz der S^ten == 

4fH so ist die grössere Seite AC x= i(a+x) und die kleinere CM 

= \(a — x). Nun verhÄlt sich nach einem bekannten Lehrsalfee 

der Geometrie in jedem ungleichseitigen Dreiecke die Grundlinie 

2*r Summe der beiden anderen Seiten , wie deren Differenz zur 

Differenz der perpendtkulären Absdmitte auf der Grundlinie. Dem- 

, . ax 

nach istt ^ : a = r&: 



Da die Summe der Abschnitte == g 
biffer^nfe „ ^ 






ax 



so iH der gnSssere Abschnitt = 4^ + n 
und der kleinere „ = ^a — --_-^ 

Im rechtwinkligen Dreieck ACD hat man: 

i(«+Ä)« = Ä«+(ii,+-g-)', d.i. 



^* " ' -' ■*• I- 



,2 • M 



o*+2o»+a?* Ä 4*«+^HÄo»4 **^* 



ii«a « 



ff> 

■ * ' > ■' ■ i L * ■■! ■ 1 1 I . 1 i r 






, ,j»— ^* — 4Ä*) 
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Demnach ist 



a» — ff*— 4Ä« 



/a* — ff* — ' 
die gröflsere Seite = ia + ^x = ta + 4ffi/ " "^b llTi 

<!«— fl» — 

Die Construction kmn in gIeißb<?F Weise wie vorher ausge- 
fUirt werden. 

M. Aafsabe. Es ist ein Halbkreis ÄCB und eine dasu 
gehörige Tangente AF gegoren; es soU durch ^den Bndpunet B des 
DwnimmeT» 4ß ^ a ^n Krm hmhri^ben werden, dessen Cen- 
trum C in dem Umfange des Midkkrsm» liegt vn4 mw 4F ebm>^ 
faOs TimgmUe ¥fird. 

Auflösung. (Fig. 44.) Aus C Me man auf AF, AB die 
Perpendikel CD, CE und ziehe CA, CB. Es sei CB^ CDr^ m, 
ÄO «t 5, so ist 1) sr»+»« =a a\ 

2) « : y = y : -^ = iJff 

'S 

ß 
Au» (1) Mfi y^ = a*— jr*, also, da DC =; iÄ, sq i«t 

auch y^ ^= ax, daher 

^ — flp* a^ oa?, oier 
;D» + aa? ap «* 

a* o . »» 



a?* + aaj+--r- = j(»^4 



4 '^ ' 4 

mithia a? «= — \a + ^V^^ 

Construction. Man mache AF » a, verlängere Fil nach 
G so, dass iifi = 5a und suche zu ß und 5a die mittlere Pro- 
portionale AH, indem u})er FG ein Halbkreis jFJ70 beschrieben 
upd AB nach J7 an dessen Umkreis verllingerjt wird. Darauf hal- 
bire man BH in M, trage BM aus ü nach (7, so ist (7 das ge- 
SUObte C€«inun des Kreises. 

Anders. (Fig,45.) Auf 4jF itrw Wi" AI ^ ia, zMie 

«f, so ist BI =«/( «'+-T- )• ^onBI schneide man IK = {a 

ab, so ist der Rest KB = x. Schlägt man also aus B mit BK 
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den Bogen KCj so ist wieder C der Hittelpunct des gesuchten 
Kreises, weil BK = BI—IK "^J^i «* + ^ ^ = 4« = a?. 

Zusatz. Da im rechtwinkligen Dreiecke ACB\AB\BC^=^ 
BCiBB und CD = CB = AB ist, so hat man: 

AB: AB - ABiBB 
d. h. also : wenn man den Durchmesser AB nach der Sectio aurea 
in E schneidet, so giebt das auf ijB in B errichtete Perpendikel 
BC, bis an den Umkreis, den gesuchten Punct C. 

87. itafKAbe« Man soU von einem ausserhalb der Schenr- 
kel eines Winkeb CAB liegenden Puncte D eine gerade Linie DC 
dergestalt durch die Schenkel ziehen, dass dieselbe von dtr Win- 
kdebene ein Dreieck BAC abschneide, welches einem gegebenen 
Quadrate gleich sei, 

Auflösung. (Fig. 46.) Die Seite des gegebenen Quadrates 
sei = a, die Grundlinie des gesuchtes Dreiecks AC = x und 
dessen zugehörige Höhe BF = y. Von D fälle man auf den 
Schenkel AC ein Perpendikel DE = b und ziehe DG -ff ifi, wo 
das Stück AG des verlängerten Schenkels = c gesetzt werde. 
Nun ist A ABC = ^xy = a* , ferner ist A ABC ^ A CDG, 
folglich verhalten sich dieselben wie die Quadrate ihrer Grund- 
linien, d.i. 6(c+Ä):2a2 =^ (C'\-x)^:x'^^ oder 

6:2a2 = (c+o?) \x\ Daher 
bx^ = 2a*c+2a*jr, oder 
, 2a* 2aH 

X^ 1— a? = — ;: 



. 2a* . a* a* 2a*c 
6^6* V^ ^ b 

a*+2a^6c 



b 



t 



folgUch a; = 4Ty/-+-|^- 
Die Construction dieses Ausdruckes bietet keine Schwierig- 
keit dar, da die Wurzelgrösse =»/ — - — tö > womit nach 

den obigen Regeln weiter verfahren werden kann. 

Anraerk. Für die Lehre von der Theilung der Figureo ist vorige Aufgabe 
Dicht unwichtig, da man mehrere zusammengesetzte Fälle hierauf zurückfüh- 
reu ktüD. 
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88' Aut^mhe. lieber einer geraden Linie AB ab Hypo^ 
tennse = a ein rechtmnkliges Dreieck von solcher Beschaff^Aeit 
zu constrniren, dass das Rechteck aus den beiden Katheten dem 
Quadrate ihres Unterschiedes gleich sei. 

Auflösung. (Fig. 47.) Wollte man hier die grössere Ka- 
thete = X, die kleinere = y annehmen^ so würde man auf fol- 
gende zwei Gleichungen kommen: 

xy = (a?— y)^ 
deren weitere Entwickelung zu biquadratischen' Gleichungen führt. 
Auf folgendem Wege gelangt man einfacher zum Ziele. Es sei 
die halbe Summe der beiden Katheten == x, 

Differenz „ „ „ =2^» so ist 



»» »» 
>» 



grössere Kathete AC zsz x+y, 

„ kleinere „ BC = x — j/, daher das 

Rechteck aus ihnen = x^ — y', folglich, da der Unterschied der 
Katheten = 2y, also dessen Quadrat » 4y^. Demnach entstehen 
die Gleichungen: 1) x^ — y^ = 4y* 

2) x^ + y^ = 4a«*). 
Aus (1) folgt x^ = 5y« und diess in (2) gesetzt, giebt 

6y* = 4 a', oder 
y* = ^T«'» mithin y = VtS^'» ^^^^ 

ff = JL./-;r-. Hiernach können nun die 
^ 2 V 3 

Katheten gefunden werden. Dm die Höhe dieses Dreiecks CD zu 

erhalten, hat man die Proportion: 

a : x+y = x — y : CD. 



Es ist also CD = -^ ^— == -^^ = -5-, woraus sich 

a a o 



— ^^ — y' 4y' _ a' 



folgende leichte Construction ergiebt: Man beschreibe über AB 
einen Halbkreis, errichte auf dem Durchmesser in A ein Loth AB 
=) |il0, und ziehe durch B die Parallele BCC mit AB^ so sind 
AGB und ACB die beiden (congruenten) Dreiecke, welche der 
Aufgabe Genüge leisten. 

89. Aufgabe. Bs soU ein Rechteck ABCD, dessen Seiten 
AB = a, BC = b sind, in ein anderes verwandelt werden, des- 
sen Diagonale noch einmal so lang ist. Welches sind die Seiten? 

•) Es ist nftmlich nach dem Pythagor. Lehrsatze: (* + y)* + (* — v)^ = ** 
a. 8. w. 
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1 . A uf i ö 8 u n g. (Fig. 48.) Es 84i EFGH das gesuchte Redit- 
eck, dessen Diagonale BG = 2d. Mao setee FB '^ x, so hC 

BF= ~, folglich »»+ -^ = 4d», oder 

a>* + o*6* = 4i*a;», also 

«* — 4d»x2+(2<i»)2 = 4d*— a*6« 

a;» = 2(P + V(4d* — a^i*) 
a? = Vfid» + V(4d*— «»**)]. 

2. AuflösuBg. Sei 4(£f +f6) =e s 

4(Jf-fO » y. 

SO ist ^F = x+y und 

/?»(? c±= a>-^y, FolgUtfa 

1) JP^— y* = a6. 

2) {x+y)^+(x~yy = 4d*, oder 

3) x^+y^ - 2rf^ Aus K und 3. folgt: 
aj* = cP + ^ah und y^ -3 ^2 — j^j^ |jgQ 

rr = VWH^aJ) und y =r ylid^ — iah), 
folglich JFF = a? + y = V(<i*+4fl*) + V(d*— 4«^) 
und FG = a?— y =: VWH4ö*) — VC^^— 4a6). 
Constrüction. Man setze |a6 =^ ^^, wo / durch die 
mittlere Proportionale zwischen |a und b bestimmt wird , dann 

wird ferner: x+x = V(^H/'^)+V(d'— D» 

s6 dass nim da^ rechtwinklige A BFG aus der Hypotenuse 2d und 
der Kathete EF, mitbin auch das R'echleck teitht cönstruirt wer- 
den kann. 

40. Aiitgahe. Aus dem gegebenen Inhätte = a^ UHid einem 
sfiizen Winkel a eines rechtwinkligen Dreiecke^ (tokcn KMiMn 
«u finden. 

Auflösung. (Fig. 49.) ABC M das gesfocUe Dreieck, C 
es er und A ABC ^ a\ Man setae die aoHegetide Kalliete €A -a^ 

0?, so ist die andere iB offenbar . Daher 

X 

X : x= 1 : tg ff , folglich 

X 

2a^ 
x^ = - — = 2o'cot.a und 
Ig« 

mithm x = v2ff^coto. 
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Construction. Man zeichne den Winkel DCB = a und 
dessen Compl. BCB^ beschreibe mit einem Halbmesser CD «* 2a 
einen Quadranten DB und errichte aut CB m B das Loth ET bis 
zum Durchschnitte T mit dem verlängerten Schenkel CB\ dann ist 

2a : BT = \ : cot.a, folglich 
BT c=: 2(1 cot. er. 
Nun suche man zwischen CF ^ a und JBr s: 2acoi.a = 
CJST die mittlere Proportionale CG =■ x, wo also 

a : a; = ^ : 2acot.a, so ist 
a? ae ^2o* cot. a. 
Macht man endlich CA = Cff und zieht AB senkrecht auf 
C!4, so ist CAB das verlangte Dreieck. 

Dieselbe 'Construction wurde vermittelst der negativen Wur- 
zeln durch den unteren Halbkreis statt finden. 

4L AaCffAlto« In einem Halbkrei$e sind %u>ti skh beruh- 
rende kleinere Halbkreise, deren Durchmesser AB :^ a und BC 
= 5. Man soü einen Kreis beschreiben, der alle drei berührt. 

Auflösung. (Fig. 50.) H sei der Mittelpunct des Halbkrei- 
M6 ii£<7, / der des grösseren luki D der des kleineren Halbkrei- 
ses; F sei der Mitlelpuect des gesiichien Kreises. Man ziehe 
HFL, IFN, FD und ßlle FE senkrecht auf AC. Nun sei GL » 

.1^, so ist AC ^ Ö + 6, HC ^ ^a^ , jFI = ä?=|., DF = 

-4^ und BF = ^^ ~^ . Setzt man DE =: z, FE ^ y, so 

^ a ^ 

ist HB =: -T z. Es ist man: 

1) FD^ = FS^+ED^, d.i. 

2) FIP = FÄ»+ÄE*, d. I. 

>'+a>a> 4-a;» <a»+J'»+«>+a«6— 2a«— 26«) 
4 4 

gehörig nkiucirt, so lK>mmt 
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4) (a+2b)x = ab+2az. 
Ferner ist /F» = FE^+IP i. i. 

Hieraus ergiebt sich 

5) (a— 6)rr = ab + b^~2(a+b)z. 

Aus (4) folgt z = («-^g'»^-«*) , Aus (5) folgt 

^ _ g6+6' — (g — 6)a? ^ ^ ^ 
2(a -1. ft-v — ' Daher hat man 

(a+26)a? — gft _ ab+b* — (a—b)x 

2a 2{a+b) 

Gehörig entwickelt, so ergiebt sich: 

^ abja^b] 

a^+ab^b^' 

Construirt man diesen Werlh ?on x und beschreibt mit 

— g— aus D, so wie mit -^— ^ aus / Kreisbogen, so erhält 

man das Centrum jF des gesuchten Kreises. 

42. Aufgabe. Ein Dreieck ABC zu finden, dessen Seiten 
ÄC, CB, BA und Höhenperpendikel BD in stetiger Proportion 
stehen» 

Auflösung. (Fig. 51.) Man nehme eine der Seilen, z.B. 

AB = a und setze BC = x, so ist nach der Bedingung 

a : X f^ X : CAy 

x^ 

also CA = — ; ferner ist 

a 

X : a = a : BD, 
daher ÄD = — . Es ist hiemach AD =^(a* — ^)und 

DC =l/(^'-|r) folglich AD+DC = AC ^J(a^-^\ 

+ y/'(^'-|r)="~ ««dalso 

■V ~\\ ^^~ iä" ) "= V ( ^* ~ "^ ) • Q"^^™' ^^^ ^'®^® 
Gleichung, so ergiebt sich: 



^/( 



X 2 ^* 2 ^* 
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oder — j-+a?* — a* = ./l Jr* 5- ) und wiederum qua- 

drirt: -=V+a?* + fl* + -^ — 2a?*— 2a«a;2 = — ^^ 4fl*a?', 

J.8 2aj* 
oder —r (B^+a^ = — i 2a^x^ , gehörig vereinfacht : 

aj8_a4a?«+ö* = 2a^x^—2a^x\ d.i. 
a?»— 2a2a?« — a«a?«+2flV+o« = 0. 
Zieht man hieraus die Quadratwurzel, so kommt: 
a?* — d^x^ — a* = 0, folglich 
a?* — a^x^ = a* und also 



4 5 1.^* 

a?* — a^x^+--T- = 


öa« 
4 


a? 4-k — rfc « 


daher 



2 2 

Construction. Von den vier Werthen dieses Ausdruckes 
sind zwei imaginär, da ba^^a^ ist, während die beiden anderen 
reell sind und sich (bigendermassen construiren lassen: 

Auf der unbestimmten Linie AF nehme man AB = a, BL 
= VSa^ = aV5, LF ^ |a, beschreibe über AF einen Halbkreis 
und errichte in L das . Perpendikel LN, so ist LN = ^(ALxLF) 

Bs-/i — ^ j = a?. Halbirt man ferner AL in K, so ist 

AK = ^AL = — ^ = ^ ', beschreibt man nun mit dem 

Halbmesser AK einen Kreisbogen JiT/, durchschneidet denselben 
aus B mit der Weite BC = £iV in C und zieht iC so wie aus 
B das Perpendikel £Z> auf AC, so ist ijBC das gesuchte Dreieck. 

Es ist nämlich iB = a, ÄC = a? = . /( 9l±^ ), AC^AK 

- Jl- = .^Z-V^« , also iC : BC = BC : iß, oder -^ : x 

= a? : a. Da nun hier AB^-\-BC^ = a* + ^- = -: 

^ A 
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ein recbter i$t; daber hat man AC : BC ^^ AB \ BD) nun war 

AC : B€ = BC: AB, folglich 
ist BC : AB =^ AB : BD, mitbin 
sind AC, BC, AB, BD stetig proportionirt. 

43. itafffAbe. Einen Kreis zu beschreiben, wdcher durch 
einen innerhalb eines Winkeh ABC gegebenen Pimct D geht und 
zugleich die Schenkel dieses Winkels berührt 

Auflösung. (Fig. 52.) Ofieobar muss der Mittoipuvct des 
gesuchten Kreises in der Halbirungslinie BM des gegebenen Win- 
kels liegen. Sei al$o M dieser Mittelpunct und berühre der um E 
beschriebene Kreis die Schenkel in F und L , so sind die Halb- 
messer BF, EL resp. perpendicular auf BA, BL Aus D falle 
man das Perpendikel DG auf BM und verlängere dasselbe nach H. 
Nun sei BH = a, BG = 6, GD = e, BF ^ x und BE = y, 
so ist EG =s b — y, folglich 

EF* Ä y^~x^ und 

ED^ = (6--y>2+c*, daher, weil EF = ED, 

a?»_2*y «r —b^'^e\ (1), 
D« nun A BBF ^ A BGH, so hat man : 

BE: BF n^ BS: BG. d.i. 
y i X ^ a : b, folglich 

ÜX 

y =—• (2). 

Setzt man diesen Werth von y in (1), so entsteht: 
x^ — %ax Ä5 — Ä»-^c2, daher 
a?' — 2aa?+a* = a* — 6* — c*, mifliin 

Constructioji. Man beschreibe über HG einen Halbkreis 
HIG und mache die Sehne 6/ = CrJ9 ; darauf ziehe man HI und 
beschreibe mit diesem Halbmesser um H Ober AB den Halbkreis 
JT/F, dann sind F und JT die Berührungspuncte fßr die beiden 
Kreise, welche der Aufgabe Genüge lei&ten, deren Halbmesser dif 
auf BA errichteten Perpendikel FE und KE' sind. Denn da 

H& = a^ — J» und HI^ = HG^—GD^ = tf*— 6«— «2, 
so irt , HI^ /'(a^'^b^^c^) 

folgUch a? = BH—HF= a— /'(a*— 6*— c*) 

d(tt* Halbmesser des klei^erw Kreisen* in welchem BF ^ SD 
= EL 
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Ferner ist die zweite Wurzel 
ö+/'(a«-.6»— c*) == BH+HK « a?, wo B'K « E'D. 
Andere Aufl6sung. (S* vor. Fig.) Es sti J7<r = d, 
Dff 3s c. Man setze HF ^ ss, %o hat man aus den rechtwinkli- 
gen Dreiecken EFH, BHß, deren gemeinschaftliche Hypotenuse 
SB ist: z^ + FP x= tP+EG^, oder 

z^+FP ^ d}+BD^~c\ 
Da nun SF = J?D sein muss, so ist 

«» = jp — c* und mithin 
z «r /*(rf* — c^) =^ HF- HK. 
44. AuCifAl^e» FoH etn«iii rechtwinkligen Dreiecke ABC 
ist die Summe der beiden Katketen ÄB + AC = 6, ferner die 
Summe 4er Hypetenus^ nnd der Höhe auf sie , BC+ AD ^ a 
ptgeben; man soH die Seiten einzeln leeiimTnen. 

Auflösung. (Fig. 53.) Es sei AB s^ x^ AB ^ y, so ist 
AG = i^^y und BC s= a^x, so erhält man folgende Gleichun- 
gen: (l) {a--aOx =e (b — y)!f 

(2) (a-«)* = (6— y)*+J^ 
Mnl^licirt man (1) mit 2 und addirt dieses zu (2), so er* 
hält man: 2(«— a7)«+(a— ©)» = (t— sr)*+2(6— y)+»*. 
Addirt man beiderseits x^, so hat man 

«a+2(a— »)aj+(a — a?)* « a?»+6S folglich 
a s= /(x2+*^); daher 
a?2 + 62 Ä a* und 

Löst man femer die Gleichung (1) nach y airf, so erhält 
man: by — y* = (a — x)x oder 

y^^- *y — — (a — x)x , also 

y2_5y^(_) B= (~) —{a—x)x und 

daher y = y + mA^C-g) — («— a?)a?j, oder 

wenn man hierin den obigen Werth Ton x setzt: 

Construction. (Fig. 54.) Mau beschreibe über der Linie 
AB = a einen Halbkreis, trage darin die Sehne BD =s b und 
ziehe ID, so ist iP ^ /*(«* — **)- Man mache tamer AB = 
iD trnd beschreibe &us <7 mit £C einen cMmitrischeQ Jüalbknis. 
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Durchschneidet nun derselbe die Sehne BD ia F und G, so ist 
BE die Hypotenuse, BF die grössere, BG die kleinere Kathete und 
AD = AB die Höhe auf die Hypotenuse. Denn es ist 
BE = ÄB—ÄE = iÄ-iD, aUo 
BE = a—^^(a^—b^) = a—x. 
Nimmt man nun BF = y, so wird BG = fr — y (weil DF 
= ÄC). Es ist aber BIxBE ^ BGx BF 

oder a:{a — x) =• (fr — y)y, woraus 

|?F = y = A + /^ (A.)*_(a-x)a?) und 

45. Aafjf abe« DtircA ^su^^t gegebene Puncte A und B einen 
Kreis zu beschreiben^ welcher einen der Grösse und Lage nach 
gegebenen Kreis C berührt. 

Auflösung. (Fig. 55.) Verbindet man die Puncte i, B 
und errichtet durch ihre Mitte eine unbestimmte Perpendicular- 
linie £/, so wird in dieser der Mittelpuuct des gesuchten Kreises 
liegen. Es sei F derselbe; zieht man nun CF, so liegt in dieser 
Centrale der Berührungspunct D beider Kreise und wird ferner 
FB gezogen, so ist FB = FD. Darauf falle man aus C auf EI 
das Perpendikel Cff, und es sei EG = a, EB ^ by CG = c, 
CD = d, GF := X, FB ^ FD ^ y, dann ist: 

FC^ = GC^+GP d.i. 
(y+d)2 = c2+a?^. oder 
y^+2dy + d^ = e^+x\ 

Ferner ist FB^ = EB^-^-FE^, oder 

y2 = j2+(a— jr)2 d.i. 
y2 -. fr2 + a*— 2ajr+a?*. 
Zieht man diese Gleichung von der Torigen ab, so erhält 
man: 2dy + d^ = c* — fr* — o* + 200;, oder 

2dy—2ax = c*— fr^ — a^ — d*. 
Man setze c* — fr* — a* — d* = m} und suche zu 2a und 
m die dritte Proportionale n, so wird c* — fr* — a* — d* ■= 2afi 
und hiemach : 2dy — 2ax = 2an , oder 

y = ax + an; daher 
y : (n+x) = a : d. 
Da hier das Verhältnis^ der beiden Grossen y und n+x ein 
.eonstantes ist, so giebt dieser Umstand ein Mittel zur Construction. 



J 
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Denn sei ffJTsa n, so ist FE ^ n+x, ako 

FD : FH =s a : d. Zieht man daher HD und mit ihr durch den 

Mittelpunct C die CI parallel, so wird FD : FH ^ DC.HI, oder 

a : d « PC : ff/ d. i. a : d = d : JI/ folglich HI = — . 

Construction. Man mache HG = n, HI =x — und 

a 

ziehe ICy so wie durch ff mit ihr W HL, welche die Peripherie 
des gegebenen Kreises in D und L schneide; alsdann ziehe man 
durch C und D die Gerade CFy welche der EI irgendwo in F 
begegnet, so ist jF der Mittelpunct des gesuchten Kreises. 

Wird in gleicher Weise durch die Puncte C und L eine Ge« 
rade gezogen, welche der EI in irgend einem Puncte begegnet, 
so giebt dieser Durchschnittspunct den Mittelpunct eines zweiten 
Kreises, welcher der Aufgabe Genüge leistet und den gegebenen 
Kreis einschliessend berührt. 

Zusatz. Fällt der Punct F unterhalb 6, so wird FE, statt 
a — X nun a-^-x und die Construction bleibt wie vorhin. 

Sollte h'^'{-a} + d'^>c'^ sein, so setze man h^'\-a^'\-i'^ — c* 
s= m^, in welchem Falle n negativ wird. 

46. Aufgabe, Von einem Dreiecke ABC ist die Grund- 
linie AB = b, der daran liegende Winkel BAC = a und die 
Summe der beiden anderen Seiten ÄC+CB = a gegeben. Man 
$oll die Seiten berechnen und das A construiren. 

Auflösung. (Fig. 56.) Man setze ÄC = x, so ist CB = 

a — X, folglich nach einer bekannten trigonometrischen Formel: 

b^+s^ — {a—xy 

cosa = ~ ^-, oder 

2bx 

2b.vcosa = b^+x^—(a* — 2ax+x^) 
= 6^ — a^+2ax, folglich 
2ax — 2fra?cosa = a^ — 6* d.i. 
2{a — 6cosa)aj = a^— 6^ und mithin 

X s: , 

2(a — (cosa) 
Construction. An die Grundlinie AB setze man den ge- 
gebenen Winkel a und trage auf den Schenkel AC eine Linie AF 
=3 a. Aus B falle man auf AC das Perpendikel BE, so ist 

AE =3 (cosa, also FE == a — (cosa. 

Nun ist der Werth von x auch = ^C^+y^»— ^) , sucht 

(a — (cosa) 
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man daher zu BF, i(AF+AB) und AP^ÄB die 4lc ProportÜH 
oala X uDd trägl diese ?on A nach C, so ist, nashdem BC ge* 
zogen, ABC das verlangte Dreieck. 

An merk. Die reia geomelriscbe Auflösung giebt hier eioe einfachere Con- 
slructioD. 

Uta mache AF = a, ziehe FB und errichte auf dieser in deren Mitte D 
das Perpendikel DC, Zieht »an CB, so ist ABC das gesuchte Breieck. 

47. Aofgalbr« In einer geraden Linde AH eitid mtH 
neben einander liegende Absdtnitte AC, CB gegeben, wo AC>CB 
und über denselben die gUichieitigen Dreiedce ACQ, CBF erriik^ 
tet; durch die Spitxen G, F ist die Linie GD gecsogen, wdAe die 
AH in D schneidet, und endlich aus D m^ DC m: DH ein Kreis 
beschriAen, Man sM das Verhältnis der beiden Linien MA, MB 
bestimmen, welche von einem bdiebigen Puncte M der Peripherie 
nach A und B gezogen werden* 

Auflösung. (Fig. 57.) Es sei AC ^ a, CB ^h, DC 
9S, r. Von einem heliebigen P«ncte M des Unfangs ßUe man 
auf AH das Perpendikel MP ^ w , PM und setze CP 9= ^, so ist 
AC : CB ^ AD : CD A.i. 
a : ( = a+r : r^ oder (subtrakendo) 
a — 4 : i = a : r 

folglich r^--^^. (1) 

Ferner ist CP : PM — PM i PH 

oder Jr : jf =:= y : 2r — a? 

also y^ = 2ra? — o?*. (2) 

Aus den rechtwinkligen DxeiedLcn APM, BPM ergiebt sich: 
AM^ ^ »* + (a+a?)* und JlfÄ* = y*+(6 — flD)^ 

folglich ist AM^: MS^ =^ (ö+«)Hy* : <6— a?)Hy* 
= «»+2aJ: -+072 + ^2 : ^ — 2bx+x^+y\ 
Setzt man hierin den Werih von {2), so entsteht: 
AM^ : MB* = a^+iaX+x^+Zrx—x* : 6*— ato+a5*+2rjr— a?* 

= a^+2ia^r)x:b^+2(r-'b)x. 
Setzt man den obigen Wertfa ffir r in (1), so erhält man: 
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= o*[A^6+2a?] : J*[ö— 6+2a?] 
= o* : 6'. Demnach ist 
AM : MB =: a : 6, d.h. die Linien AM und £^ verhalten sich, 
wie die Abschnitte AC und CB, 

Zusatz. Hieraus folgt ^ dass die Peripherie des um D mit 
dem Halbmesser DC besdiriebenen Kreises der geometrische Ort 
für die Spitzen aller Dreiecke Aber der Basis AB ist, deren fibri- 
gen Seiten sich wie die Abschnitte AC^ CB auf der Basis -verhal- 
ten. (Euiil. VI, S. 3.) Zieht man Femer CM, so halbirt diese 
Linie den Winkel AMB, Es ist also auch der Kreis CMK der 
geometrische Ort aller der)eiügen Puncte M^ aus welcbeil 4H Li- 
nien AC, CB unter -gleichen Winkefai «rsdieinen. 

Sauri bemerkt in seinem „Cours complet de mathemati- 
ques": Man kann zuweilen ^ ohne zu «iner Gleichung zwischen x 
und y zu gelangen, eine sehr einfache Auflösung eines Problems 
finden, welches alsbald sehr schwierig erscheint und führt folgende 
Aufgabe als Beispiel an. 

48. Aufgabe* In tinem Kreise ist eine Sehne AB und 
auf derselben sind ^wei Puncte K und D gegeben; man soll im 
Umfange des Kreises einen Punct P von der Beschaffenheit fin- 
den, dass wenn von demselben durch die Puncte K, D Linien 
PKN, PDM bis nach dejr Peripherie gezogen werden, alsdann die 
Sehne NM der gegebenen AB paraUd sei, 

A u f 1 ö s u n g. (Fig. 58.) Denkt man sich die Sehne MN ge- 
funden und zieht an deren Endpunct iV eine Tangente, welche die 
verlängerte Sehne BA in F trifft , so ist ^ fNP = ilf = KDP 
und daher APDK ^ AFNK, folglich hat man: 

FK\ PK^ NK : DK. Daher FKxDK = PKxNK. 
Da sich nun die Sehnen im Kreiste umgekehrt proportionirt schnei- 
den, so ist . PKxNK *= AKxBK und folglich 

PKxDK = AKxBK. 
Daraus ergiebt sich die Prppioftion: 

DK : AK =: BK: FK. 
Nimmt man daher nach Belieben zwei Puncte auf der gege« 
beben Sehne iB an und sucht zu den drei Linien DK, AK^ BK 
eine inerte Pl^oportionale , so erhSIlt man den Punct F, von wel- 
chem man die Tangenten FN und FS za ziehen hat und durch 
N^e Sehne NM, Womit die Aufgabe gälöst ist. Der Puüct B 
giebt ^kfe tw^^ AnflbsMg. 

Berkhan^ Anleitung, 5 
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49. Auigahem Von einem Dreiecke ABC sind die Ab- 
schnitte AD =^ üj DB zr= b der Grundlinie gegeben, welche durch 
die HMirungslinie CD des Winkels ACE auf derselben entstdien^ 
und die Höhe CG = h; man soll das Dreieck construiren. 

Auflösuog. (Fig. 59.) Man denke sich um das gesuchte 
A einen Kreis beschrieben und a.is dem Mittelpuncte M auf die 
Sehne AB ein Perpendikel MF gefallt, welches bis an den Umkreis 
nach P verlängert werde. Zieht man durch P, D eine Gerade, so 
trifft dieselbe in die Spitze C, weil Bog. AP =s PS, also auch 
L.ACD = DCB ist. Da sich nun die Sehnen AB, CP umgekehrt 
proportionirt schneiden, so hat man, wenn 

FP = «, BD : DC — PD : DA, d. i. 

1) b : DC :^ PD : a. Ferner ist 

CD : DP := CG : FP, d. i. 

2) CD : DP ^ h : x. A us 1) und 2) folgt 

b : DP =hPD: ax, also 
h . DP^ = abx oder 

3) DP^ ^'^^ ^*°"" 

Dpa = FP^+FD^ und FD «=*(«— 6), 

so ist 4) DP^ ^ x^+l^^^^J. Daher ent- 

steht aus 3) und 4) die Gleichung: 



abx 



Man setze — == «w, so wird 



also 



x^—mx+-^ =? ^ L. und 

^_ fn+Z'lm^-ia-b)^] 

nh 

Construction. Da —7- = w, also A : a = ( : m, so 

n 

suche man zunächst zu A, a und b die 4te Proportionale m. 

Ferner setze man m^ — (a— 6)* =y*» »o ist 
[m+(a — b)]:y = y : [^_(a — 6)]. Sucht man daher zwischen 
»»+(a— 6) und m — (a — 6) die mittlere Proportionale y, so wird 
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* 

y = ^[m^ — (a — 6)*]. Man hat demnach x = — ~^, wodurch 

nun der Kreis und dann auch das A ABC gefunden werden kann. 

SO. Anti^äbe» In einem Thurme AF denjenigen Punct B 
zu finden i aus welchem die Breite CD eines in bestimmter Ent- 
fernung vor dem Thurme liegenden Gartens unter dem grössten 
Winkel erscheint, 

Auflösung. (Fig. 60.) Der gesuchte Punct B liegt in der 
Peripherie eines Kreises, welcher durch die Puncte C, D geht und 
die AF berührt. Es ist also AF eine Tangente und AD eine Se- 
cante dieses Kreises.^ Ist nun AC = a , CD = i und AB s=: x^ 
so hat man AB'^ = ACxADy d.i. 

Hieraus folgt, dass x die mittlere Proportionale zwischen AC 
und AD ist; dies führt zu folgender 

Construction. Man verlängere AD rückwärts nach £, 
mache AM ^ AC und beschreibe über DE, als Durchmesser, einen 
Halbkreis EBD, welcher die Perpendiculare AF in B schneidet. 
Zieht man endlich B(7, BD, so ist AB die gesuchte Hohe und 
CBD der grösste Winkel. Denn es ist 

EA : AB «^ AB : AD, d. i. 
a : a?. » x : (a + 6), 
woraus X = ^^a(a+b) folgt. 

An merk. Nimmt man willkärlich aber oder unter B einen andern Punct B' 
an und zieht C3* und DB*, so entsteht ein äusserer excentrischer Winkel 
CB*D, der allemal kleiner sein muss, als der Peripheriewinkel CBD, weil 
dieser den ?oUen halben Bogen CD zum Masse bat, wahrend jener den hal- 
ben Bogen CD, vfeaiger den halben Bogen Ol zum Masse hat. 
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Vermischte Aufgaben. 

Das erweiterte Problem des Pappus*) von den 

Berührungen. 



Dasselbe lautet: 

„Wenn von Puncten, Geraden und Kreisen in einer Ebene je 
drei Dinge gegeben sind, so dass ein Punct jedesmal in 
einer Geraden^ oder im Umfange eines Kreises liegen soü: 
einen Kreis zu beschreiben, welcher die gegebenen Dinge be- 
tÜ^rt/' 

Hierbei sind nun 6 besondere Fälle, welche nach der Reihe 
betrachtet werden sollen. 

1 . Antgsibe» Es ist ein Puncl und ausseräem eitCe Geiräie 
mit einem Puncte in derselben gegeben; man soll einen Kreis be- 
schreiben, welcher durch den Punct geht und die Gerade in dem 
gegebenen Puncte berührt. 

Auflösung. (iPig. 61.) MN sei die gegebene Gerade uad 
A der gegebisne Punct in ihr. Ferner sei' P der ausserhalb ^iV 
gegebene Punct. Denkt man sich nun den Kreis gefunden, dessen 
Centrum in dem Perpendikel AC auf MN liegen muss und von P 
auf AC, MN die Lothe PB = a, PD = b gelallt, so setze man 
den Halbmesser des gesuchten Kreises CP sz CA s= x^ dann ist 
CA SS 0? — b und man hat die Gleichung aus dem rechtwinkligen 
Dreiecke CBP: o?* = (x — b)^+a^, oder 

0?* = a?*— 2^»+6*+a^ d. i. 
26fl? = a^+fr^, woraus dich et^efbt: 

^ = -26— 
Construction. Offenbar lässt sich dieser Ausdruck in 

folgende Proportion aufl osen : 

2J : VaH6* = Vo»+6 ^ : x. 

Man suche also zu 2b u nd Va^ 4-6* die 3te Proportionale. 

Zieht man BD, so ist BD « ^a*+6* • Nun beschreibe man über 

DE = 26 einen Halbkreis > trage in denselben die Sehne DG ■■ 



*) YrgU meine Schrift: „Das Problem des Pappus etc» Halle , bei H. W. Schmidt. 
1857. 
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DJ! wd ziehe fißC W MN, bo ist C das Centrooi und FB m 
CA ^ X der Hatbmes^r. Da diese Gleichang vom ersten Grade 
ist, so giebt es a^dl nur einen Kreis, weicher die Aufjgahe löst« 

t. Aufgabe. B% ist ein Punct und at^serdem ein Kreis 
mit einem Puncte in seiner Peripherie gegeben; man soll einen 
Kreis beschreiben y welcher durch jenen Punct geht und den Kreis 
in dem bestimmten Puncte berührt. 

Auflösung. Der nicht in der Peripherie befindliche Punct 
mag ausserhalb oder innerhalb des gegebenen Kreises liegen, so 
ist die Auflösung der vorigen ganz ähnlich. 

S. Aufsabe. Es sind zwei Cferaden d^r I^affe nach gegfiy 
ben und in einer von ihnen ein Punct; man soU einen Kreis ie- 
schreiben, wdcher beide beriUirt, die eine in dem geriebenen Puncte. 

Auflösung. (Fig. 62.) Sind AB und DB die gegebenen 
Geraden, welche verlängert sich in B treffen und ist A der in 
BE gegebene Punct, so ist dessen Entfernung von B gegeben, so 
wie der Winkel DBB = or. Nun sei C der Mittelpunct des ge- 
suchten Kreises, dessen Halbmesser CA = x auf BE senkrecht 
sein rauss. Um seine Grösse zu berec|tnen, ziehe mau B(7, dann 
ist offenbar CBA = |a , also im rechtwinkligen Dreiecke BCA 

a : o; = 1 : tg 4a, folglich 
a? = a tg 4«, 
ein Ausdruck, welcher nach §. 5. leicht construirt werden kann 
und mit der ran gecmetrischen Bestimmung von C einerlei ist. 

Sind die Geraden BD, BE parallel, ßo versteht sich das 
Weitere von selbst. 

4* Aufifabe. Es ist eine Gerade und ein Kreis gegeben, 
nebst einem Puncte in der Peripherie desselben; man soll einen 
Kreis beschreiben, welcher sowohl die Gerade, als auch den Kreis 
in dem gegebenen Puncte berührt. 

Auflösung. (Fig. 63.) C sei der Kreis, P der in seinem 
Umfange gegebene Punct und MN die gegebene Gerade. Nun 
kann der gesuchte Kreis den gegebenen entweder a \is seh li es- 
send oder eins ch liessend berühren. Hieraus entspringei) 
zwei Fälle. 

Für den ersten Palt sei E der gesuchte Kreis, welcher 
die Gerade in G, den Kreis in P berühre. 

Man falle CD auf MN lothrecht, verlängere €P nach F, den 
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Durcbschuitt mit MN, so liegen die Puncte C, P, jB in einer Geh 
raden. Man setze CP = r, CD ^ a, PB ss BG ^- o? und CF 
= 6, so ist EP = CF—CB = ft — (r+a?), folglich, da 

A CFD «*« A EFG , so entsteht die Proportion 
6 : a = 6 — (r+o?) : a?. Daraus folgt 
bx 5= a& — a(r+x) 

= afr — ar — ax, oder 
oaj+Ja? = a{b'-r)y mitbin ist 

iß = --7 . 

a + 
Gonstruction. Da! a + b : a = ( — r : o?, so hat man 
nur die 4te Proportionale zu suchen. 

Für den zweiten Fall sei B' der gesuchte Kreis, dessen 
Halbmesser B^P ==: B'G^ =? x sei. Dann bat man : 

B'F : B'& = FC : CD, d.i. 
X'\-b — r : X » b : a, folglich 

bx = ax+ab — ar, daher 
(b — a)x = a(b — r) und 

„. — <»( & — >•) 
X = — . 

6 — a 
Gonstruction. Man suche zu fr — a, a und fr — r die 
4te Proportionale x, so hat man den Halbmesser Pf, welcher 
sofort auf der verlängerten FC abgetragen werden kann. 

5. Aufgrabe. Bs ist ein Kreis , eine Gerade und ein Punct 
in derselben gegeben; man soll einen Kreis besehreiben, welcher 
den gegebenen Kreis und die Gerade in dem gegebenen Puncte be- 
rührt. 

Auflösung. (Fig. 64.) C sei der gegebene Kreis, MN die 
Gerade und A der gegebene Punct in ihr. Nun liegt der Mittel- 
punct B des gesuchten Kreises ofTeirbar in dem auf MN durch 
Ä errichteten Perpendikel, so wie der Berubrungspunct der Kreise 
in der Gentrale CE^ 

Man ialle CD auf MN und EF auf CD senkrecht und setze 
CD = a, Pi = 6 — EF, CG ^ r und BA ^ EG = x, so 
ist im rechtwinkligen A EFC: 

1) ir+x)^ - (ö — a?)* + J», d.i. 

2) r*-f2ra? + a?* = a*— 2aa?-fa;*+fr*, oder 

3) ,2ax+2rx = o^+J^— r» 
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4) 2(a+r)a> = o'+ft' — r*. 

^^ * = 2(a^r) • 

Construction. Der Werth für x verwandelt sich leicht 

*" -^^ — n) . \ • Man setze (o+r)(a--r) = p, d. h. 

2(a+r) 

suche zu a + r und a — r die mittlere Proportionale, bestimme 
dann nach der Proportion 2(a + r) : VC/"' + 6*) = V( /** + &') • a? 
den gesuchten Halbmesser. 

Oder, da nach der Figur die Gleichung (3) sich in folgende 
Terwandell: 2DI . x - (AC^—r^) =^ (AC+r) {AC-^r) 

^ AK . äL, oder 
DI . X ^ AK . UL- 

Demnach ist DI : AK «= ^AL: x, oder der Halbmesser des 
gesuchten Kreises ist die 4te Proportionale zu den Linien DI, AK 
und 4i£. 

Ganz ähnlich ist die Auflösung für den zweiten Kreis, wel- 
cher den gegebenen eins ch liessend berührt. 

Wie ändert sich die Auflösung, wenn die Gerade MN den 
gegebenen Kreis berührt oder schneidet? 

6. Aufgabe. Es sind zwei Kreise gegeben und in der 
Peripherie des einen ein Pimct; man soll einen Kreis beschreiben, 
welcher beide berührt, den einen in dem gegebenen Puncte^ 

Auflösung. (Fig. 6§.) Es seien A und C die gegebenen 
Kreise und P der gegebene Punct im Umfange vju C. Ist nun 
E der gesuchte Kreis, welcher den Kreis il in F und den Kreis C 
in P berührt, so ziehe man AS, CE und AD lothrecht auf CE. 
Man setze AD = a, PD ^ b, AF =^ r und EF ^ EP ^ x, so 
ist ED ^ x^b und AB = r+x» Im AAED ist also: 
I. Fall. (r+xy = (a?-6)-+a2, d.i. 

r^+2rx+x^ = x^—2bx+b^+a^, oder 
2rx + 2xb = a^ + b^'-r^ 
2(r + b)x = a^ + b^—r^, mithin: 



a^ + b^ — r^ 

X sss . • 

2(r + 6) 
II. Fall. Für den einschliessend berührenden Kreis Bf, dessen 
Halbmesser BfP = x, hat man 

(r+a?)* = (a?+6)*+a*, d.i. 
rH2ra?+a?* =^ x'^+^bx^b^^a^. 
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ConstPu^^^lj), ßiei^e ka9U ^i« bei voniger Angäbe aus- 
ge(ül^ werden, oder aian yerfa(ire wie in §.14. Nr. 4. 

7. 4^af falle. Au$ den heiden Höhen eines gleichs<}h^nkli- 
gen Dv^ieck^ dessen SHte^ m finden. 

Auflösung. (Fig. 66.) ABC sei das gesi^d^P Pr^ieck, wo 
AB = iC Die Höhe AD seii =;: a, ^ BM =^ by ii^ie Bmß BC 
s X ^nd A^s Scbenl^^l AC ^ u^ »q \ßi b : a ^ x : y^ falgUch 

üX 

y SS —7-. Da Bun BC in D halbirt ist, so ist CD = ix\ da- 
her hat man im A ACD: 



j2 - -j-+»% od«r 

4a»»* = J»a5»+4a*6* und 
(4««_j'i)a,» = 4o»»», mithin 

4ffl*6* 
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Andere Aufiösung. Denkt nan sich aus D auf ÄC ein 
Perpendikel gefällt, so »t dieses ob |(. Ist nun fV as y, so 
hat man: iü' : FD ^si FD : FC, d.i. 

/"(o' — ift') : 46 = 4J : y, folglich 

Construction. lieber AD = a beschreibe man einen 
Halbkreis AFD und trage aus D in denselben die Sehne DF =^ \b 
ein. Man errichte auf AD in D eine Senkrechte £(7 und verlän- 
gere AF nach C bis zum Durchschnitte mit DG, 

Macht man endlich DB = DC und zieht i0, so ist ABC 
das gesuchte Dreieck. Auch ergiebt sich hieraus der obige Werth 
von BC = X, weil DF \ FC ^ a : \x m. s. w. 

1^. fL^t^^h,e. Von, ^mm rechtwinklig^ Dreieckß 49C U^ 
die Hypotenuse BC =i a und die den re^(en Winkel Mffire$^ 
Linie AD =^ c, also ijmch die ^ß^kre^te Entfevny^ng DE = b ge- 
geben; man soü das Dreiesk conatruiren. 
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Auflasttng. (F]g.A7.) Sei ABC da$ gesuohte A. Maa 
falle auf AB das Perpeadiliel i>£ und Terlängere ED nach (f. lo 
C errichte man CG senkrecht auf BC und ßlle CF senkrecht auf 
EG. Man setae EG ^ o?, AB ^ ED =^ b, DB = y, so ist 
DG = x—b, DC = a — y. Da nun A DÄU ^ A CFG, so 
ist auch CF = 6, CG =i y. 

Nun ist A 2>£B ci» A DCG^ folglich 
DE : DB =^ DC : DG, d.i. 
6 : y == a — y : x — 6, folglich 

1) 6a? — 6* = ay — y^. 
Ferner ist DC* :?= DC^ + CG*, d.i. 

(x—b)^ = (a— y)*+y*, oder 

2) gj*— 26a?+62 ~ a«— 2fly+2y«. Addirt man hierzu 
die Gleichung (1) verdoppelt, so entstellt: 

3) x^ — b^ = a^, mithin ist 

4) a? = /V+6*)- 
Constructipn. Man zeichne von 6 das Quadrat A^DI, 

dessen Diagonale AD = c ist. Darauf verlängere man die Seiten 
ID, AI, EDy AE, mache DH ^ a und ziehe EH, so ist EH = 
^(o*-^62) T^ jr. Nun trage man EH von E nach C und be- 
schreibe über DQ einen Halbkreis DCG. Dieser werde von der 
verlängerten AI in (7 geschnitten, alsdann ziehe mau durch D die 
Linie CPB, so ist ABC das gesuchte Dreieck. Zieht man i^'DB^ 
so erhält man ein 2tes A, welches jenem coiigruent ist. Berührt 
der Halbkreis die AC, so giebt es nur ein Dreieck; berührt er sie 
nicht, so ist das A unmöglich. 

9« Aafgabe. Es smd zwei PttraUden PQ und RS und in 
letzterer zwei Puncte A und B gegeben, ]Hktn soU von A aus in 
RS eine Strecke AC fortschreiten, von C aus nach der Parallele 
PQ zu einem Puncte D gehen und von diesem nach B in RS 
zurück, 9Q dflfM iC = CD = DB sei, 

Auflösung. (Fig. 68.) Man kann diese Aufgabe auch so 
ausspreohen: Zur Construction eines gleichschenkligen Dreiecks 
(BDC) ist die Höhe (b) und die Summe der Basis und des Schen- 
kels = a gegeben; man soll dieses Dreieck finden. 

Hier ist nämlich DB oder der AM^ der Parallelen = b, 
als Höhe des gieichsdienk^gen A DBQ zu betrachten, während 
BA =: a, die Summe der Basis ^i|d d«§ $chen)|Lels DC ^ CA 
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ist. Es 'sei nun die Basis BC ^ x,'&o ist der Scbenkd PC s=> 
a — a?, folglich bat man h^ = (a — x)^ — 4®*» ^^^^ 

= g^ ~ 2aa?+|a?'; d aher 

— = -^ far + a?*, oder 

0?«— fa»^-Va* == -g 9^+ V^ 

Hieraus ergiebt sich: x = |a +"11/^(86* +0^). 

Construction. (Fig. 69.) Man nehme auf dem einen 
Schenkel FH eines rechten Winkels HFI, FG — l, FH ^ a und 
beschreibe aus G mit Gl = 26 einen Kreisbogen, der den an- 
dern Schenke) in / schneide, so ist FI = v^(46^ — 6^) = |/^36*. 
Man ziehe die Hypotenuse H/, so ist diese = /^(36*+a*). Man 
schneide ferner von IH das Stück IK ^ a ^h und verlängere IH 
nach Z, so dass Ht = jüTZT sei. Endlich theile man die ganze 
Linie IL in 3 gleiche Theile, so wird ihr dritter Theil IM = 
a — X, also der gesuchte Schenkel und MK die verlangte Basis 
= X sein. 

10. Aafnabe« In ein gegebenes Rechteck ABCD ein an^ 
der es zu zeichnen, welches halb so gross ist, so dass der Rest an 
den vier Seiten von gleicher Breite ist. 

i. Auflösung. (Fig. 70.) Sei EFGH das gesuchte Recht- 
eck, so ist klar, dass der Unterschied zwischen den Längen AB 
und EF ebenso gross ist, als der zwischen den Breiten BC und 
FG. Nun sei i4Ä = a , B(7 = 6 und 

EF+FG = a?, dann ist 
EF—FG = g— 6, 

daher EF = ^^±S^ „„j 

FG ^ ^-(^—^) . folglich ist 

^'-^r'^' = Üb 



i»»— (a — 6)2 =s 2a6 
a?« SB (a-6)*+2a6 = a»+6» 
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Construction. (Die Figur hierzu wird man sich leicht 
entwerfen können.) Man ziehe die Diagonale iC, so ist ÄC ss 
^ia^+h^) =: so. Um nun die Seiten EF^ FG zu erbalten, mache 
man DA •=: DI ^ b, dann ist (7/ = a — (. Verlängert man 
AC nach K, beschreibt um C mit CI den Halbkreis LIK^ so ist 
AK = /'(aH&»)+a — 6 und AL = /"(a»+ja)~(a — 6). 
Halbirt man daher AK in M und AL in i\r, so ist AM » £F die 
gesuchte Länge und AN = FG die gesuchte Breite. 

2. Auflösung. (Fig. 70.) Es sei AB == a, AD =z h und 
der Abstand der parallelen Randseiten = o;, so sind die Seilen 
des innem Rechtecks BF = a — 2x und FG == 6 — 2x. Man 

bat also: (a — 2a?) (ft — 2a?) sk -— ., d.i. 

a> — 2(a + 6)a+4a!* =s —^, oder 
4»» — 2(a+6)» as —4-» 
folglich a>* — 4(0+*)» = Q~ ""** 

»»-Ko+W»+A(«+6)' =-tJ^' ''"i'«'' 

«— 4(«+*) = iAoHft*) und mit- 
hin ^ ^ .o+ft+rCoM^ . 

I IL 

Weil hier x < — j — sein muss, so gilt nur 

,_ (a+6)-/'(a'+6') 
x= . 

Construction. Man verlängere AB, mache BI = BC 
= 6, so ist i4/ = a + 6; trage ferner iC = /^(a* + 6^) von A 
nach IT, so ist KI =: 4a?, also <(JKr/ = a? die Breite des Randes« 

3. Auflösung. Aus voriger Auflösung folgt, dass der Un- 
terschied der Seiten beider Rechtecke [nämlich AB — BC ^^ a — b 
= (a — 2a?) — {b — 2a?)] gleich sein muss. Setzt man also die 
kleinere Seite des inneren Rechtecks (^FCf) = a?, so wird die grös- 
sere desselben {BF) = x+a — 6, also 

(a?4-a — b)x = faft, folglich: 
afl+(a—b)x = iab 



a?« 



+ (a— 6)a?+^-2— j = — j — , folglich 
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a>+- ^ = iA«' + »V, «Jäher 

wobei nur das untere Zeichen -|- gelten kann, 4. i. 

a^^ ^ • 

Constraction. (Fig. 71.) (fan tr^e BC von (? nach / 
und AI, d.i. a — 6, von A nach JT auf die Diagonale AC, so 
wird CK = v^(a2 + 6»)— (a— 6) und CiT in l halbirt, gicbt: 

a? -^ 2 ^ . 

Nun tragß m^n CL toq C nach jf und halbire MB ia J\F, so 
i:$t NB die Breite des bleibenden Randes. 

11. AufgAbe» A i9$ die äussere Folygonseüe AB zu 
einer Förtificatior^ = 2a gegeben und soll daran die Fa^e AB = 
der Flanke BF => der halben Cmrtine FD =^ b sein. Wie wird 
dasselbe construir4? 

Auflösung. (Fig. 72.) Man stelle sich die Polygonseitc als 
construirt vor und setze die ver|äpg^rte Fa^ BD ^ x, so sind 
die Dreiecke ABD, BFD ähnlich und gleichschenklig; daher 

BF : BD = AD : AB, d. i. 
b : X :ss b^x : 2a, folglich 
x^ + bx = 2ab 

L2 hl 

^^ + bx+'^ = 2ab+'^ 



Cpustruction. Man suche zwischen BC ^ a uttd CN 
= 2b die mittlere P roportionale CO, mache CI =^ -^ , so ist 10 

= y ( 2«6+-j- L Darauf piache man /P 5= IC^ so ist PQ ,== 

X =3 J7D = 2>Cr. Nun setze man daran die gegebene Fn^ AB 
und beschreibe aus A und B mit AE+MD z= i+^ Kreisbogen, 
welche sich in D schneiden y ziehe durch D eine Parallele FH mit 
iÄ und mache darauf HF =j DA = 6, so ergebep sich di^ Flan- 
ken BF und fifJ7 von selbst. 
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12. Aufgabe. Die Seite eines gleichseitigen Dreiecks %u 
finden , welches einem Dreiecke ABC gleich sei, dessen Grundlinie 
AC = g und Höhe BD = h gegeben sifid. 

Auflösung. (Fig. 73.) Die Seite des verlangten Dreiecks 
sei SS 0?, so ist die Höhe desselben = -Irc/^d, also de^ Gehalt 

desselben = — ^ — . Daher hat man 



4 



^ = f . folglich 
0?* = -Jf^y mithin 



/2gh 

tonstruction. Man nehme beliebig eine Linie FD zur 
Einheit an, mache DH = 3jP2), beschreibe über ^it einen italb- 
kreis und errichte auf )^H das Perpendikel D/, so ist , weil 

PD : DI = DI : DH, oder 
1 : D/ = DJ : 3, folglich 
DI = /•3. 
Macht man ferner DB = h, DL^ 2Ft) und zieht BG H It, 
so ist ID : BD — DL : DG, d. i. 

/'S : Ä =r 2 : De, fo^Kch 



Man mache ferner DK = j^, besdireibe über 6K einen 
Halbkreis «ud verlingere D/ nadi iV, so ist 

GD : DN = DN : DK, d.i. 



2h 



DjV» = M und 



DJV = DN :g, fdgUch 

DiV SS '^ -^ die verlangte Seite. 

13. Aaltgalie« Dos arithmetische, so wie das geometrische 
Mittel zwischen zwei geraden Linien ist gegeben; man sucht diese 
Linien. 

Xuflösung. '(Fig. 74.) Die gesuchten Liniieh seien x liGid 
y, ihr ariÜunetisches Mittel sei == ä, ihr geometrisches =: 6, So 
tat mata folgende Gleichunge^ln : 
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ist 4ä, dessen ''Bteid z= 5 trnd Höhe ±: h. Di« BasSs dei^ ttecht- 
ecks sei ==3i^, desifen Höhe = y, so erbäh man folgemlle Giei- 
chnngeiä^^^l) ]' ihk ^ xy 

'^' 2) " rr+y ^ 2a. Daher 

4) 4apy = 2bh 

5) 0)2— 2a?y-f y* = 4a*— 26fc 

6) x—y = V(4fl*— 2frA). Mierzn 
a? + y =ai 2a addirt, giefct 

2a? = 2a+V(4a*— 26Ä) nnd 
X = a+4V(*ö*— 26Ä), oder 

« = « + i/if 2«*— -Tri» »•«> 



/(--!)• 
= -/('-^)- 



Construction. Auf einer geraden Linie nehme man AB 

b « * 

a= a und BC ^ -^j beschreibe über beide einen Halbkreis, mache 

BD ^ h, errichte in D auf AG das Perpendikel DE, ziehe BS . 

bh 
= -^r— « p, beschreibe ferner aus B mit BE einen Kogen, wel- 

eher den Halbkreis über ^ in f* schneidet» ziehe BF "^ pt'^ 

wie AF, dann ist diese = V(«— P^ ^ t/ ( »'~^ ) • Nnh 

beschreibe man aus il mit aF einen Halbkreis Gflff, so ist BH 
= o; und BG = y. Endlich errichte man in B und H auf £J7 
Perpendikel, BI ^ BG = HK und ziehe /A^, so ist BIHJC das 
verlangte Rechteck. 

17. AafsAlie. An Bechteck ABCB von dm Seiten a und 
b in ein anderes vom Umfange PQ =^ 2c zu verwandeln. 

Auflösung. (Fig. 78.) Man set&e die eine Seite des ge- 
suchten Rechtecks = x, so ist die andere ss c^—x, also dessen 
Inhalt B <c — ®)i;. Daher entsteht die GMchuft^: 

ca?— CD* = oft, odei» 
aj«-^ca? tt:* — Äfr. HiörÄiÄ folgt 

Construction. Man verlsdigere die Grundlinie ü) =: «, 
madie BB ^ BD ^sz h, beschreibe über AB^ als DordKnesser, 
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einen Halbkreis und verlängere BD nach F, so ist BF = ^ah. 

Ueber MB = -jr beschreibe man den Halbkreis AGB, trage darin 
jBfi =s jBF = ^afr, als Sehne, und ziehe AG, so ist 

AG =a w/l—i — -ab). Endlich beschreibe man aus A mit AG 

V ^ * ' c // c^ \ 

den Halbkreis HGI, so ist IB = "o"+i/( "7 «* 1 "^^^ 

Macht man nun BK — IB, zieht KL H BH und HL fi M, 
so ist Rechteck BHLK = Rechteck AfCP. 

Geometrische Auflösung. (Fig. 79.) Sei ÄBCD das 
gegebene Rechteck, PQ = dem halben Umfange des gesuchten, 
also = e, dann verlängere man AB nach fi, so dass AG ^ c 
sei. Nun beschreibe man über AF = AB + BC den Halbkreis 
i£jP,. so wie über AG den Halbkreis il/Cr, verlängere BC bis £, 
so ist BE die Seite des dem Rechtecke AC gleichen Quadrates. 
Sollte das zu findende Rechteck in ein Quadrat verwandelt wer- 
den, so würde dessen Seite ebenfalls = BE sein; daher ziehe 
man durch E die HEI i\ AG. Ist / einer der Durchschnitts- 
puncte des Halbkreises, so falle man IK senkrecht auf AG, mache 
GK = KL und vollende das Rechteck KLDA, so ist dieses das 
gesuchte vom Umfange = 2c. Der Beweis ist leicht. 

Zusatz. (Fig. 80.) Sollte ein Rechteck ABCF in ein an- 
deres DEFH verwandelt werden, dessen Seiten FE^SD s= AB 
oder FC sind, so mache man CG = CB, beschreibe über FG 
einen Halbkreis FIG und verlängere CB bis /. Dann beschreibe 
man über FC einen Halbkreis FKC, ziehe durch / die IKL H FG 
und falle vom Durchschnit(»puncte K auf FG ein Perpendikel KE, 
so ist FE die Länge und ED ^ EC die Breite des gesuchten 
Rechtecks FEDH. 

Berührt die Parallele durch / den kleineren Halbkreis, so 
giebt 66 nur ein Rechteck n. s. w« ' 

18. Aafgalie, In' einem rechtwinkligen Dreiecke ACE, wo 
jLC = R, das Verhältniss der beiden inbeschriebenen Quadrate 
zu untersuchen. 

Auflösung. (Fig. 81.) 1) Sei CFDB dbs in die Ecke des 
rechten Winkels beschrid^ene Qdadrat, AC sss a, CB 9^ ^, AC 
Btrkhan, Anleitung. 6 
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» c, FC = Xy so ist ÄF s= a — x, also 

ÄF : FBI=: äC: CB, d.i. 

a — X : X ^ a : b, 

folglich ax ^=^ ab — (c, oder 

axi-bx s= ab und 

ab 

X = '. 

a+b 
2) NPQM sei das auf der Hypotenuse errichtete Quadrat, 
CK sei senkrecht auf AB und i£ = c, ÄC =: a^ CB ^= 6, wie 
vorhin; man finde PQ = PiV. 

Zu/ diesem Ende setze man PQ s= HK «s a;, CiT =r p, so 
ist CH = p — a?, daher ist: 

CK : AB =:: CH : PN, i i. 
p : c = p — X : 0? 
also pj? = cp — ex 

oder (p + c)x = cp. Daher 

cp 

X = 7 . 

Demnach verhält sich das auf die Katheten gesetzte Quadrat 
zu dem auf die Hypotenuse gesetzten 

\ a + b ) '\a+p J 



d. i. SS 



ia+p)^ • (c+p)^' 



Setzt man Jür p den Werth (da c : a = b : p), »^ 

wird dieses Yerhaltniss = 



T^tti'x«' c*+2a6 + — 2- 
= cH2a6+^: a*+2a*+6* 

= (aH6^+2a6+-j2!^,):a«+2a6+6«, 

wo oifenbar das dritte Glied grösser ist als das vierte. Folglich 
muss auch das erste Glied grösser sein, als das zweite, d,h. das 
auf die Katheten gesetzte Quadrat ist ^ als das auf die Hypote- 
nuse gesetzte 

19. Anfgate. Ein gegebenes Dreieck ABC in ein Reckt" 
eck von gleichem Umfange zu verwanddn. 
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Auflösung. (Fig. 82.) Bezeichnet man den Umfang des 
gegebenen A mit u und setzt: 

die halbe Summe der Seiten des Rechtecks s= \u 

„ „ Differenz „ „ „ „ = x 

so ist die Länge ^^ \u +x 

und die Breite = \u — x, 

also der Inhalt des des Rechtecks = -^u^ — x\ 

Ist nun die Grundlinie des Dreiecks = a, und dessen Höhe 
= 2(, so entsteht die Gleichung: 

x^u* — x^ er a6, folglich 

x^ = -^u^ — ab und 

Construction. Man setze ab = y^, wo dann a : y 
» y : (, also die mittlere Proportionale zwischen a und b, so 

ißt X = %r(iV*^-y^). 

Hier findet man nun x durch ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen eine Kathete == y und dessen Hypotenuse «> {u ist. Die 
Länge des Rechtecks ist dann = iu+x^ die Breite = ^u — s 
und BDEF ist das gesuchte Rechteck. 

An merk. Wenn der Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks r= 20, die 
Basis. z= 24, so ist dessen Höhe r= 16, dessen Umfang = 64, also x =: 
V(256 — 192) = V64 z= 8. Daher die Unge des Rechtecks = 16 + 8 
= 24 und die Breite = 16 — 8 = 8. 

20. Aut§^mhe» Es ist eine unbegrenzte Gerade MN gege^ 
ben und zu beiden Seiten derselben (oder auch auf einerlei Seite) 
die Puncte A und B. Man soU in MN einest Punct C finden, so 
dass die Entfernung ÄC noch einmal so gross sei, als BC. 

Auflösung. (Fig. 83.) Auf MN falle man aus A und B 
die Perpendikel AD, BE, so ist dadurch auch die Linie DE be- 
stimmt Nun sei AD = a, BE =^ b, DE =^ c und DC ^ x, 
so wird DC = c — x. Es muss also die Hypotenuse des recht- 
winkligen Dreiecks ADC das Doppelte von der des A CEB sein, 
wonach die Gleichung entsteht: 

/'[a^+ic—xy] = 2/'(6Ha?2), oder 
a^+(e — xy = 46*+4aj2, d.i. 

3a?2+2ca? = a* — 46Hc^* 
,. 2c a* — 46Hc^ 

6» 



"*Mi> 
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3 9 

_ 3a'— 126H4C». 
"" 9 

— c T A3(fl^ — 46*) + 4cT 

3 
Constrnction. Um die beiden Werthe für x zu erhalten, 
setze man (a+26)x3(a — 26) = m* und suche zwischen FD = 
a+2fr und DE = 3(a — 26) die mittlere Proportionale DI = m, 
so ist /"PCa*— 462)+4cT = /^[m^ + {2cy]. 

Nun mache man DK = 2c unä ziehe IK, dann ist /JT == 
^[m*+(2c)*J; nimmt man KL — c davon weg, so bleibt, wenn 
man Ton IL den 3ten Theii IM abschneidet, für die eine Wurzel 
;^ =« 0, = -Il^+^ÄZZ^WCI ^ ^^ Setzt ..an fer- 

ner an IK das Stück KN = c und nimmt von /iV das Drittel /P, 

-*f0 — c + Z'rSCa«— 46«) + 4c»] ,. , ^ 
so ist IP = X ^ ^ die andere Wur- 

zel, welche Ton E nach C abgetragen werden muss, wo dann 
AC zweimal so gross als BC^ ist. 

Andere einfachere Construction. (Fig. 84«) Ziehe 
AB, theile sie in 3 gleiche Theile, verlängere sie um einen sol- 
chen Theil nach E und beschreibe um E mit ^ABy d. h. mit EF 
einen Kreis, so erhält man die beiden Durchschnittspuncte C und 
C in MN. Wird nun AC, €B, so wie AC, BC gezogen, so lei- 
sten diese Linien der Aufgabe Genüge. 

Beweis. Aus der Aufgabe Nr. 46. folgt, dass, weil 6 » 
ia ist, auch r =x a sein mnss. Der die MN durchschneidende 
Kreisbogen ist aber der geometrische Ort für jeden Punct , wie C, 
Yfo BC : AC ^ 1 : 2. in Betracht,, dass FE = FA ^ a ^ r 
ist. Ebenso ist BC : iC' = 1 : 2. 

An merk. Die vorige Ausgabe lässt sich allgemeiner so atissprechen: Von zwei 
PuDCten ansserhatb einer Geraden nach einem Pancte in del^lben zwei Li- 
nien zu ziehen, welche ein gegebenes Verh&hniss haben z. B. r:= tt : tt. Man 
kann auch als besondere Fälle einen, oder beide Pancte in der gegebenen 
Linie annehmen. Ihre Auflösung hat nach Nr. 48. keine Schwierigkeiten. 

21. Aufgabe, In der Halbirungslinie BD eines Winkds 
ABC ist ein Punct D gegeben; man soll durch denselben eine ge- 
rade Linie AC von der Länge = a legen, so dass deren End- 
functe in die Schenkel AB und BC faUen. 
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Auflösung. (Fig. 85.) Denkt man sich über äC ^ a 
Sehne einen Kreisabschnitt ABC, welcher den Winkel ABC es 2a 
fasst und halbirt den Ergänzungsbogen ABC in £, so muss ottetk* 
bar die Spitze B des gesuchten Dreiecks in dem Bogen ABC lie* 
gen und muss die Halbirungslinie BD des Winkels ABC verlän- 
gert, durch den Punct B gehen. Nun ziehe man den Durchmefi^ 
ser BG, welcher AC senkrecht halbirt und BH senkrecht auf EG-, 
endlich ziehe man BG und setze EH = y, £f* =s c, GE =^ d, 
DBzs 6. 

Da A BFb «« EEG, so ist 
EG : EB = ED : EF, d. i. 
d : y-^-b = y : c, folglich 
y^+bjf ss= cd, also 

Construction. Den Durchmesser GE ziehe man senk- 
recht auf AC, ziehe EC und darauf senkrecht C/ = -h-; ferner JSfl 
durch /, so dass IL =^ -^ ist, beschreibe dann aus E mit Sl 

einen Bogen LB, welcher den ersten Kreis in B schneidet, so ist 
B der dritte Punct de$ gesuchten Dreiecks ABC. 

22. Aafgabe« Auf einer geraden Linie sind zwei Puncte 
A und B gegeben; man soll von A nach B einen 2mal gebroche-- 
nen Verbindungsweg ACDB legen, so dass AC == b, CD =^ c, 
DB = d werde und CD mit AB ^= a parallel sei. 

Auflösung. (Fig. 86.) Sei ABDC das gesuchte Trapez; 

man Me CE so wie DF senkrecht auf AB und setze CE =r x, 

ÄE »ft y, so ist 1) a?*+y2 = 6* 

2) (a— c— y)*+x* = d*, oder 

ö*+c*+y* — 2ao — 2ay+2cy+x^ = d\ Davon ab: 

y^+x^ = 6^, so b leibt 

«H^*— 2ac — 2ay+2cy = d^ — b^, oder 

{a—cy+b^—d^ ^ 2(a— c)y, mithin ist 
_ ia-c)^+b^—d^ 

y 2(^r=:Z) — ' 

wodurch sich das Verlangte leicht construiren lässt. 

23. J^mfcnbe. Man soll die Formel x =r ^/— *-^^^' ■ 

V 46*^- ah 
construiren, ' 
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Auflösung. (Fig. 87.) Man mache AB ^ c, setze BD 
sa» 26 senkrecht auf AB, ziehe dann AD und halbire dieselbe in 
G. Auf AD errichte man das Perpendikel fiP, welches die AB in 
P treffe und ziehe DP, so ist, wegen Congruenz der Dreiecke 
AGP, GPD : AP = PD. Beschreibt man also um P mit der 
Weite PA einen Halbkreis, der folglich auch durch D geht, so ist 

AB : BD ^ BD : BC, oder 
c : 2« = 26 : BC. 

Daher £(7 = . Verlängert man nun AC nach E und nimmt 

CE ^ d^ beschreibt über BE den Halbkreis und zieht CH senk- 

recht auf BÄ, so ist CH^ — BC . CE ^ . Darauf be- 

c 

schreibe man über* CH, als Durchmesser, den Halbkreis CIH und 
trage in denselben die Sehne CI ^ a\ dann ist 

Endlich ziehe man unter beliebigem Winkel eine unbestimmte 
Linie i/V, mache AK = fT/, AL =: 2e, AM = / und ziehe KM 
so wie durch L die Parallele £/V, dann ist: 

AK: AL== AM : iiV oder 
APiAP^AM^.AIP, d.i. 
46^d— a^c . ^^j ^ ^, . ^^2^ j^j^jj^j^ 
c 

46^/^C 

-<*^' = -TT^T^ — 5~ und mithin . 



46-^(1 — a^c 



24. Aafgalie« Jtet der Auflösung einer Aufgahe kommt 
man auf eine Gleichung von der Form 

isina;+Bcosa; == C, 
wo A, B und C helielige Zahlen hezeichnen; man sucht den Werth 
von X. 

Auflösung, Man setze für cosa? den Werth ^(l — sino;'), 
80 entsteht ilsina; — C = B %/^(l — sina;*), folglich 
i»8ina?» — 2iCsina?+C* = B^—B^sinx^ 

(A^+B^)sinx^ — 2ACsinx = B*— C^ oder 

2AC B^ — C^ 

^nx^-'jTirW'^'' = -A^ + W' ^^'' 
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sin» SS 






Ebenso erhält man durch Substitution von ^^(1 — cosj:*) 
für sina; in die gegebene Gleichung: 

coso; = — • \ , p- -; oder auch 

_ sina? iC+J/^MH^'— g') 
^^ ^ coso? ^ Ä(7+ i/'(i'+fi*— C*) ' 

Andere Auflösung. Man bringe die vorgelegte Gleichung 

Ä C 

zuerst auf die Form: sina^H — r-cosoj =5 -^. 

il A • ß 

Nun führe man einen Hülfswinkel ein und setze -7- = tg^^, 

C 
so hat man: sina;+tg9)cosa; = -j, oder 

, sinw C , 

sma?H ^cosa? = -7-: also 

COSO) Ä 

Q 

sin a? cos 9^+ sin 0) cos a; = -7- . cosg); folglich 

Q 

sin(9>+a;) = -j- . cosy. 

A 

Diese Auflösung ist ,für die Berechnung mit Logarithmen he« 
quemer, vorausgesetzt, dass i, B und C positiv sind. 

An merk. Wäre die Gleichung Asiax-^Bco^JB =: C, so erhielte man auf 
dieselbe Art wie vorher, wenn ... = tg(^ gesetzt wird : 

sin(<^ — x) = — cos^. 

A 

Ebenso erh&lt man aus der Gleichung Astna;-|-^co8d; = — C: 

Q 

sin (ip-\-x) = cos tp. 



i. AafgAlie« Man 80Ü aus der Gliichung sina; sin (9) — x) 
= A den Werth von x bestimmen^ Ä sei positiv oder negativ, 

Auflösung. Diese Gleichung entwickelt, giebt: 
sin a; sin 9) cos a; — cos 9 sina;' ss i, 
folglich, wenn mit sina;' dividirt wird, 

sinepcota; — coso) = — : — r = icoseca;* 
^ ^ sma;' 

= i+icota;', also 
ilcota;*. — sin^cota; = — A—cosq>. 
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Hieraus ergiebt sich: 
cot 



_ siny fl siny^ i4 + cosy \ 

sin qp + t/'Csin (]P^ — 4i4(i + cos qp)] 

2i 

Andere Auflösung. Aus sina;$in(qp — x) = il folgt: 

sin 9) sin rr cos o; — cos 9) sin o;^ •= 4. 
Da nun sin oleosa; ^ss 4sip2a; und 

. , 1 — cos2a; 

so erhält man durch Substitution dieser Werthe 

sin9)sin2a; — cos^+cosqpcos2a? :=3 34 
sin 9) sin 2x + cos 9) cos 2a? = 2A-^co%q>^ 
folglich cos (2a; — q)) = 24+ cos 9). 

26. Aufgabe, Die durch eine üeberschwemmung verlo- 
ren gegangenen Grenzfteine E und F in den Seiten wieder zu 
bestimmen, durch welche in dem Dreiecke ABC eine Grenzlinie 
EF fest gelegt war , so dass BE = EF ^ FC Hin mn$i' 

Auflösung. (Fig. 88.) Es sei BE =. 07, so ist auch EF 
= FC =i X und AB =fc c—x^ so wie AF a= 6 — x. Es ist also 

• A iPE» i (c—x)^+ib—xy—x^ 
im A ASF: cos4 = -^i — -/ — \ _ ^ ^ . 

2(c — j:)(6— 0?) 

Setzt man 2cos4 ss m zur Vereinfachung, so erhalt man 

die quadratische Gleichung: 

,. ib + c)(2—m)x b* + c^ — bcm 

x^+ ' ^^ — : — *— = i , 

m — 1 m—- 1 

welche jedoch zu eii>er geometrischen Constructioa etwas zu 

compUcirt ist. 

Nimmt man 4 = 90®, so wird 

.1 — -/. — \.. . = 0, oder 

2(c — x)(b — x) 

(c — a?)* + (6 — 0?)* — x^ = 0, woraus man die einfachere qua- 

drirte Gleichung >»*— 2(6+c)jr = — (6*+c*) erhält Sie giebt 

X = 6 + c"+^26c, wo nur — ^2bc gelten kann. 

Folgende geometrische Construction zeichnet sich durch Ein- 
fachheit aus. (Fig. 89.) 

Es sei AB>AC. Man mache BD = 4(7, ziehe durch 4 
die AGWBC^ beschreibe aus D mit der Weite DG =^ AC einen 
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Kreisbogen , welcher die Parallele in G schneide. . Darauf verlän- 
gere man BC nach H und führe GH ^ ÄC. 

Endlich ziehe man BG und aus dem Durchschnittspuncte F 
die FE \^ DG, so ist BE -= EF ^ FC, weil 

BD = DG = GH. 

Auf gleiche Weise hätte man auch die grössere Seite AB 
auf die verlängerte CA tragen können u. s. w. 

Ad merk. Diese Aufgabe findet sich in der Leipziger Illustr. Zeitung vom J. 
1846 oder 1847, woselbst anch eine andere Auflösung mitgetheilt ist. 

27. Aaff Abe« Es ist ein Dreieck ABC gegeben und ein 
Winkel BCD an die Grundlinie gesetzt; man soll dasselbe in ein 
Trapez BFGC verwandeln. 

Auflösung. (Fig. 90.) Angenommen, FG wäre die ver- 
langte mit BC parallele Linie, so würde, wenn man FC zieht, 
AFCA = AFCG sein. Nun haben die Dreiecke CFB, CFG 
gleiche Höhe, wenn also BC ^ a, FG = y, AD Vi BC und AD 
= c, iÄ «= 6 und BF = jd, so ist 

1) a:y = a??6 — x. 

Zieht man FH H BS n CD, so verwandelt sich (I) in 

2) a : y = (y—a) : (c — y), folglich ist 
ac—ay = y' — ay, oder y* = ac. 

Demnach ist y die mittlere Proportionale zwischen a und c, 

Construction. Ueber AD beschreibe man einen Halb- 
kreis AID, ziehe BE tt CD^ errichte in E das Perpendikel EI 
auf AD, mache DI = DH, ziehe ferner HF H CD und endlich 
FG ff BC, dann ist FG ^ y und diese Linie ist die mittlere Pro- 
portionale zwischen BC und AD, weil 

AD : DI = DI : DE, d.i. 

AD: FG = FG: BC. 

Aiimerk. Diese Aofgabe kann bei der Verwandlung der Grenzen leicht ?or- 
kommea. 

28. Aufgabe, Es sind zwei Linien a und b gegeben; man 
soll ffine dritte x finden, so dass b : x =^ x : a + x. 

Auflösung. Zufolge der gegebenen Proportion ist: 

x^ = ab+bx, oder 

rc* — 6a? a= ab, folglich 
6* ja 

a;* — 6^+-r- == -V- + «*; daher 

• 4 4 



— 90 



Da in diesem Ausdrucke die Wurzelgrösse '^ -Kt ^^ ^^^tol 

hier nur das -f gelten ; denn wollte man — annehmen, so würde 
X negativ werden, welches der Aufgabe nicht entspricht. 

Construction. (Fig. 91.) Man suche zunächst zwischen 
a und h die mittlere Proportionale; diese sei = c, so ist 



X 



-^*Mh-\ 



Man setze nun beide Linien a und 6 an einander, AB = a, 
BC = b, beschreibe über AC einen Halbkreis/ errichte in B auf 
AC das Perpendikel BZ), halbire BC in B und ziehe DEy so ist 



"' ' /[(l)*+4 



Ferner verlängere man AC nach F, mache EF = JSfD, dann 
\&iBF i^ X und man hat: BC : BF =: BF : AF, oder 

h : X ^ X : a+a?. 
Beweis. Es ist 1) BD^ = ABxBC und 

ÄD« = DP—BE^y also 
BD* = («F+ifB)x(Äf— JSfÄ), 
2) ÄZ)2 = Äf XCF, folglich nach (1) und (2) 
ABXBC := BFx CF) daher 
BC : CF ^ BF : AB. Hieraus folgt summando 
BC : {BC+CF) - BF : (Äf+iB), d.i. 
BC : BF ^ BF i AF 
h \ X ^=z X i a+x. 

• 

29. AafffAbe* Ein Baum von a Fuss Höhe wurde vom 
Winde an einer Stelle gehrochen und die Spitze erreichte in b 
Fuss vom Stamme den Boden. Wie hoch über dem Boden wurde 
er abgebrochen? 

Auflösung. (Fig. 92.) Es sei der Baum iB = a, die 
Höhe, in welcher er abgebrochen, AD =z x und die Entfernung 
der Spitze vom Stamme AC ^^ b. Zieht man D(7, so ist in dem 
bei A rechtwinkligen Dreiecke CAD die Hypotenuse DC e= DB =: 
a — a?. Man hat also: a?*+6* = (a — a?j*, d. i. 
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x^+b' = o*— 2a«+«*, oder 
2ax = a*—b\ Mithin 

* " -2^' 
Construction. Nachdem auf den Schenkeln eines rech- 
ten Winkels BÄC, AB ss a, ÄC = b gemacht und BC gezogen 
worden, halhire man diese in B und errichte auf BC das Perpen- 
dikel EDy so ist AD ae X. Denn zieht man D(7, so ist offenbar 
^ BDC gleichschenklig und also DB «> DC. 

SO. Aafgabe. Man soll die Formel *a; = 6secacosec/9 
eomtruiren. 

Auflösung. <Fig. 03.) Sei a>/9; man setze an den ge- 
meioschafUichen Schenkel CA und Scheitel C, l^ACD^a, /LACB 
= /9, mache CA = b und errichte auf CA das Perpendikel AD^ 
80 wie CEi Darauf beschreibe man aus C einen Kreisbogen ED 
und ziehe EB H CA bis zum Durchschnitt mit CB, so ist BC = x. 

Beweis. Denn es ist CDy also auch CB = ACseca =3 
ftseca und BC = CB cosecß = 6seea . cosec/?. 

Ad merk. Es ist hiermit zogleich die Aufgabe gelöst, die Linie 

X SS ...._ za coDstruiren. 
8ia/9 

81. AafiiAlie.. £m gegebenes Dreieck ABC durch eine ge- 
rade Linie dergestaU zu theilen, dose sowohl der Inhalt ab auch 
der Umfang desselben halbirt wird. 

Auflösung. (Fig. 94.) Sei DE die gesuchte Theilungs- 
linie, der Inhalt des Dreiecks = q, dessen Umfang = p. Man 
setze iD = X, i£ = y. Da nun das halbe Product zweier Sei- 
ten multiplicirt mit dem Sinus des eingeschlossenen Winkels dem 
Flächeninhalte gleich ist, so hat man: 



1) 


^beünA 


«r q 


2) 


^xy sin A 


= iq, oder 




xgsinA 


=s q. Aus 1) und 2) folgt 


3) 


a;ysini 


= |Acsini4, oder 




2xy 


= bc. Ferner ist 


4) 


^+» 


= ip. Nun hat man 


5) 


x^+2xy+y^ 


= ip^ 


6) 


4a?y 


= 26c, daher nach 5) und 




x^—2xy+y^ 


== iP* — 26c, also 




x—y 


= /*(ip»-2tc) 
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»■!-»= 4p. folglich 



2aj = ip-t-/'(iP*— 26c) 
X = |p+j/"ap*-26c) 
2y = 4p-/"(tP*-2*c) 

Diese Werthe ron a; und y sind nach den bekannten Regeln 
leicht zu construiren. 

32. Aufgabe. Zioet gerade Linien %u finden, welche eidi 
wie die Guben zweier gegebenen Linien a und h verhaUen- 

Auflösung. Sind x, y iie gesuchten Linien, so soll 
sein: x : y ^ a^ : b^> Da die Division der Glieder eines Ver- 
hältnisses mit einerlei Zahl dasselbe nicht ändert, so folgt: 

^ b b a 

Ist also X = -r~, so ist y = • Diess führt zu fol- 

a 

gender Regel: Man suche zu der zweiten und ersten der gegeben 
nen Linien eine dritte Proportionale 6 : a «= a : o; (1). 

Ferner suche man zur ersten und zweiten gegebenen Linie 
die dritte Proportionale y, nämlich a : 6 = 6 : y (2)} alsdann 
verhalten sich diese beiden dritten Proportionalen wie die Cubik- 
zahlen der beiden gegebenen Linien. 

Denn aus (1) folgt a? = -j- "od aus (2) 

y =5= — ; daher ist 
a 

a' b^ 
X : y r= -— : — » a* : 6^ 

Hiernach lassen sich x und y sehr leicht construiren. 

33. Aufgabe. Zwei gerade Linien zu finden, welche sich 
wie die Biquadrate zweier gegebenen Linien a und b verhalten, 

Auflösung. Die Analysis dieser Aufgabe führt in ähnli- 
cher Weise zu folgender Vorschrift: Man suche zu der ersten und 
zweiten gegebenen Linie die 3te Proportionale =^ p, go hat man: 

a : b = b : p, folglich 

1) p = — . 
Ferner suche man zu der ersten gegebenen Linie und der 
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nach (1) gefundenen dritten Proportionale p wiederum die dritte 
Proportionale y, nämlich: 

a : p =: p : y, also 

2) y = ^, 

a 

so i^erhält sich die erste der gegebenen Linien zu der nach (2) 
gefundenen = a* : b\ 

Denn es ist nacl^) und (2) offenbar 

a : — s= — : y, aiitbin 

a a 

y =r= »--. Demnach ist 

d \ y t= a : — - as a* : y*, wo die Linie y 
ebenfalls leicht zu construiren ist 

34. A«fi^a1ie« In Einern gegebenen Halbkreise ABC ist 
eine senkrechte Ordinate PM gezogen ; man soU von dem Eni- 
pnncte A des Durchmessers eine Sehne AB dergestalt ziehen, dass 
der Theil SB derselben dem Radio gleich sei. 

Auflösung. (Fig. 95.) Ist AB iie gesuchte Sehne, so setze 
man AC =^ a, AP = b, AB =^ x, dann ist SB = ^a, also 
AB == 07 -^|a. Zieht man BG senkrecht auf AC und verbindet 
B mit C, so ist, weil AAEP «s» AABG, 

AE : AP = AB : AG, d.i. 
X — 4a : b =^ X : AG, daher ist 
.^ bx 2bx 

A(j = ; — = -jT . 

X — ia 2x — a 
Da femer AABC «^ AABG, so ist 

AG : AB — AB : AG, d.i. 
a : X = X : A6, also 

AO = 



a?2 



a 
Hieraus entsteht nun die Gleichung: 

x^ 2bx 

s(5 -t; , auß welcher 

a 2x — a 

X x= 



j + 1/ ( -^ +ab\ hervorgeht. 



Construction. Man zeichne ein rechtwinkliges Dreieck» 
dessen Katheten \a und ^ab =3 AM sind, so ist die Hypotenuse 
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= -w i -Tg* + ö* I, 2U welcher \a gesetzt, die verlangte Sehne 

AB »K X erhalten wird. 

Zusatz. Wenn AP = AD, oder b = ia^ so wird x = 

T '^\i\ l6 "*■ "T ) ^ T ^^A«* = «» d- i- sobald die Or- 
dinate PM im Centro D errichtet ist, fallt die gesuchte Sehne mit 
dem Durchmesser zusammen. Wird 6 >|a, oder rückt derPunct 
P über den Hittelpunct hinaus, so wird af^a, und es wird dem- 
nach die aus A zu ziehende Sehne unmöglich. 

35. Aoffalie* Es sind zwei Paraüelinim der Lage nach 
gegeben und in jeder ein Punct Es seien A und B diese Puncte, 
man soU den Yerbindungswes/l ACDB finden , so dass AC = CD 
= DB sei. 

Auflösung. (Fig. 06.) Auf den Parallelen errichte man 
in A und B Perpendikel , halbire AB in £f , so wie EB in /, ziehe 
GF H EB und IH H AE, so muss durch F die MittelUnie CD 
= AC — DB gehen. Nun sei FH ^ FI = a, FC ^ FD =z 
2a? und iH = B/ =s 6, so ist HC = 2a?— 6, folglich ist im 
LECH: C2x— 6)2+a* « a?S oder 

4a?* — 46a?+6*+a* = a?* und 

a?*— |6a? = — la*— ^6*, folgUch 

Beispiel in Zahlen. Es sei = 8 und 6 = 14, so 

wJrH rr 28 + /'4 . 30 26 . . 

wird X = ^ — = -«- oder -«- , d. i. 

X = 10 oder 8|, daher 2x ^ AC ^ CD = DB = 20 oder 11^. 
Construction. Man nehme zwischen a und 3a die mitt- 
lere Proportionale = ^ia\ beschreibe über IE ^r^ b einen Halb- 
kreis, trage darin die Sehne. IM = /^3a' und ziehe EM &* 
^(P — 3a') > beschreibe aus B mit EM den Halbkreis LMK, so 
ist EK = 26+/*(62_3a2) und EL = 26— /'(J*— 3a*), 
wobei von jedem ein Drittel genommen, den Werth von x giebt. 

36. Auffalle. Ein Mathematiker gab von der ihm vor- 
gelegten Aufgabe: 

„In der unbegrenzten Geraden MN einen Punct C zu finden 
von der Beschaffenheit, dass die von zwei ausserhalb MN gegebe^ 
nen Puncten A und B zu C gezogenen Linien AC, BC sieh wie 
2 : 1 verh(Uten'% folgende 
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Construction: Man theile AB in drei gleidie Theile, so 
dass BF = \AB, besdireibe aus F mit FB einen Kreis, theile 
iiD in 6r in zwei gleiche Theile und führe durch G mit MN die 
Parallele GHL Zieht man nun von A durch die Durchsnittspuncte 
H und / gerade Linien AHC und AIC, so ist 

AC : BC =:r AC : BC ^ 2 : 1. 

Man soll die Richtigkeit derselben prüfen. 

Auflösung. (Figf. 07.) Es sei AD ^ a, BS ^ 6, DB 
=3 e; man verlängere AD nach Q und ziehe BQ W Mlf H FP. 
Darauf ziehe man den Halbmesse r FH und du rch F die LK ff AD^ 
dann ist iJ Q = g+ft, AB = Viö+*)Hc*, also FH — FB ^ 
{AB » *^(o+6)*+c^' Weil femer 

AB i AF ^ BQ : FP, d. i. 
3 : 2 = c : FP, so ist 
FP ^ DK ^ GL =^ Je und, weil 

AG : GH — AD i DC, so ist 
CD wm 2HG, also auch AC *= 2 AH. 
Findet sich daher AH^ = CA», so ist auch AH ^ HC == CB 
und damit bewiesen, dass AC m 2CB ist. 

Man bestimme nun GH aus FH, FL und £6. Zu diesem 
Ende hat man: AP : PF = AQ : QB, d. i. 

AP : Ic = a+6 : c, 
also AP = |(a+6). 
Hiervon AG = ja ab gezogen, so folgt 
GP = FL ^ ia+ib 

« 1(4«+ 26). 
Im AFLH ist nu n gP = F H^—LF^, d.i. 
JK* = [W(«+»)'-fc»J*-K4a+26)* 
_ a*+2a6+6»+c» iaH2g6+46» 
9 

=5 .s — ! — , folglich 

Ät = IVK— 36*+«*- Davon ab 
ff£ = }e, so bleibt: 

Setzt man zur Abkürzung 
I«*— 36Hc* = A, so ist ÄC*= l/i— |c, oder *^^'*~^^ 

9 



im A AGB ist: AH* = Atf+GP, d.i. 

AB* = |oH '*~'*^^'^ — (o) 

EndUchim ACB^ist: 
BC* = EB^+CE*, d.L = 6»+[c+}(VA— 2e)]* 

= 6»+c»+-y(Vi-2c)+Ki-4Wi+4e») 

= 6«+|e«_|cVi+ii (/?). 

Setzt man nun in die Gleichungen (a) und (ß) den Werfh fSr 
A = ^o* — 36* +c*, 80 Terwanddt »ich (a) in: 

AB' = lo»+|(|o*— 3J*+c*)— ^V^+Ic*. 

uud (/S) in: BC = Ji+^ei+Kfa»— 36*+e*)— ^V^• 
Aus der völligen Uebereiüstimmung der Werthe von (a) and 

(ß) ergiebt sich, dass iC : (7i? = 2 : 1. 

Ebenso lässt sich nachweisen, dass AC' : BC* 3= 2 : 1 

sei, womit die Richtigkeit obiger Construction bewiesen ist. 

An merk. Liegt der Punct B mit A auf einerlei Seite der MN, so bleibt die 
CoDstruction im Wesentlicben dieselbe. 

Geometrischer Beweis. (Fig. 97.) Man ziehe iJO, FC 
und BH. Da nun AO: 0F=^ AH: HC ^ 1:1, so ist OH W FC. 
Weil ferner JL OHB ein rechter, also auch BSC = B, so folgt, 
dass A HCS ^ CSB und mithin CB == CH ist Es ist aber CH 
= AH, da GH 1+ DC, demnach ist iiC : C* = 2 : 1. 
Ebenso ist für den zweiten Punct C in zeigen, dass 

AC : BC" = 2 : 1. 
Denn zieht man 0/, FC* und IB, so ist wieder, weil 

AO : OF ^ AI ; IC 
die Linie Ol j+ jFC und da ^ 0/» = Ä, auch ITC «= Ä. 
Daraus folgt leicht BC ^ C/ und, weil AI s= /C^, so hat man 

AC : BC ^ 2 : 1 
woraus die Richtigkeit der Construction hervorgeht. 
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